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Fiche de révision :

Fonction logarithme népérien.

1 Vers une nouvelle fonction

1.1 Bijection. Fonction réciproque

Dé�nition : Soit I et J deux intervalles de R. Une fonction f de I dans J est une
bijection de I sur J si :
� pour tout réel x de I, son image par f , f(x) est dans J ;
� pour tout réel y de J , il existe un unique x dans I antécédent de y par f .

Dé�nition : Soit I et J deux intervalles de R. Soit une bijection f de I sur J .
On appelle fonction réciproque de f , la fonction notée g qui à tout y ∈ J associe
son unique antécédent x ∈ I par f (autrement dit f(x) = y)). Autrement dit
g(y) = x.

Remarque : Avec les mêmes notations, on a : g(y) = x ssi f(x) = y

Théorème de la bijection (rappel) : Soit I un intervalle de R. Soit f une fonction
dé�nie sur I
Si f est continue et strictement monotone, alors f est une bijection de I sur f(I)
(où f(I) est l'image de l'intervalle I par f).

Remarque : Si f est continue et strictement monotone, alors f admet une fonction
réciproque de f(I) sur I.

Propriété : Soit f une bijection d'un intervalle I sur un intervalle J . Soit Cf sa
courbe représentative.
Soit g la fonction réciproque de f et Cg sa courbe représentative.
Alors Cf et Cg sont symétriques par rapport à la droite d'équation y = x.

1.2 Une nouvelle fonction

Dé�nition : La fonction logarithme népérien est la fonction qui à tout x de
]0 ; +∞[, associe le réel lnx dont l'exponentielle est x.

Conséquences :

� (i) Pour tout x > 0 : eln x = x
� (ii) Pour tout x > 0 : ln ex = x
� (iii) ln 1 = 0
� (iv) ln e = 1

Théorème : Soit x > 0 et y ∈ R.
y = lnx équivaut à x = ey

Théorème : Pour tous réels a > 0 et b > 0, on a : ln ab = ln a+ ln b

Propriété : Pour tous réels a > 0 et b > 0, on a : ln

(
1

b

)
= − ln b et ln

(a
b

)
=

lna− ln b

Propriété : Soit n ∈ N. Pour tous réels ai > 0 , avec 1 6 i 6 n on a :

ln

(
n∏

i=1

ai

)
=

n∑
i=1

ln ai

Propriété : Pour tout réel a > 0 et tout entier n ∈ Z, on a : ln(an) = n ln a

Propriété : Pour tout réel a > 0 , on a : ln(
√
a) =

1

2
ln a.

2 Etude de la fonction logarithme népérien

Théorème : La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
]0 ; +∞[.

Conséquence : Soit a et b deux réels strictement positifs. On a :
� ln a = ln b ssi a = b ;
� ln a < ln b ssi a < b ;
� ln a > 0 ssi a > 1 ;
� ln a < 0 ssi 0 < a < 1.

Propriété : lim
x→+∞

lnx = +∞ et lim
x→0

lnx = −∞

Propriété :La fonction ln est continue et dérivable sur R∗+ et (lnx)
′
=

1

x
.

Propriété :La fonction ln est dérivable sur R∗+ et (lnx)
′
=

1

x
.



Tableau de variation :

Théorème : La courbe de la fonction logarithme népérien est symétrique par rap-
port à la droite d'équation y = x à celle de l'exponentielle.

Propriété :Soit u une fonction dérivable sur un intervalle I et à valeurs strictement
positives.

Alors la fonction ln ◦u est dérivable sur I et (ln ◦u)
′
(x) =

u′(x)

u(x)
.

Propriété :

� (i) lim
x→+∞

lnx

x
= 0

� (ii) lim
x→0

x lnx = 0

� (iii) lim
x→1

lnx

x− 1
= 1

� (iv) lim
x→0

ln(1 + x)

x
= 1

Approximation a�ne au voisinage de 0 de h 7→ ln(1 + h) :
Pour h voisin de 0, on a : ln(1 + h) = h+ hε(h) avec lim

h→0
ε(h) = 0.

3 La fonction logarithme décimal

Dé�nition : La fonction logarithme décimal est la fonction qui à tout x de ]0 ; +∞[,

associe le réel log x =
lnx

ln 10

Remarque :log 1 = 0 et log 10 = 1

Théorème : Pour tous réels a > 0 et b > 0, on a : log ab = log a+ log b

Propriété : Pour tous réels a > 0 et b > 0, on a : log

(
1

b

)
= − log b et

log
(a
b

)
= loga− log b

Propriété : Pour tout réel a > 0 et tout entier n ∈ Z, on a : log(an) = n log a

Preuve :log(an) =
ln(an)

ln 10
=
n ln a

ln 10
= n log a�

Conséquence : Pour tout entier n ∈ Z, on a : log(10n) = n
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