CHAPITRE 11 : INTEGRATION.

1 Intégration

1.1 Intégrale d’une fonction continue et positive

1.1.1 Définition

Définition : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Soit C sa courbe représentative dans

un repere orthogonal (0; 5? ; (T]) )

—

On appelle unité d’aire, l'aire du rectangle direct OIKJ, ou : OK = 07 + O_j

On appelle intégrale de f de a a b, que 'on note : fab f(z)dz (ou encore fab f(t)dt ), aire du domaine D défini
par :

D={M(z;y) : a<z<bet0<y< f(x)} exprimé en unités d’aire.

On lit [* f(z)dz : < intégrale de a & b de f .

Les réels a et b sont appelés les bornes de I'intégrale.
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Exemples :1. Si f(z) =couceR, fj f(z)dz = c(b— a)u.a.

1
2. Si f(z) ==, fol fz)dz = 5 car l’aire sous la courbe de f est celle d'un triangle rectangle isocele de coté 1.

1.1.2 Intégrale d’une fonction en escalier a valeurs positives

Définition : On dit qu’une fonction est en escalier sur un intervalle [a; b] si elle est constante par morceaux sur
[a; b], autrement dit il existe des réels ag, a, ..., a, tels que a = ag < a1 < ... < a,, = b et des réels ¢y, ..., ¢p_1
tels que pour z €la;; a1, f(x) = ¢;.

On dit que ag, a1, ..., a, est une subdivision de [a; b] adaptée a [a; b].

Remarque : En les points d’abscisse a;, f(a;) peut valoir n’importe quelle valeur.



—1
Propriété : On considére une fonction f en escalier a valeurs positives. Alors : [ f(z)dx = 37 ci(ait1 — a;) u.a.

i=0
n n-l. . -1
Exemple : [ E(z)dr = )] i(i+1—1i) = %u.a.
i=0

1.1.3 Calculer ’aire sous une courbe

Exemple de laire sous la parabole : On réussit a encadrer l'aire sous la parabole par deux suites adjacentes qui tendent
vers l’aire sous la parabole.

Propriété (admise) : Soit f une fonction continue, positive et croissante sur un intervalle [a; b]. Soit C sa courbe

représentative dans un repere orthogonal (O; 07 ; O—j )

b—qgn=1 b— b—qgn=1 b —
Les suites de terme général : u,, = a f <a +i a) et v, = a f <a + (i + 1>a> sont adja-
n i=0 n n i=0 n

centes et leur limite commune est l'aire sous la courbe C sur Uintervalle [a; b] .

- L
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b—a

avec a; = a—+1

Graphiquement, (u,) représente l’aire obtenue par les rectangles en dessous de la courbe et (v,) laire des rectangles
au-dessus de la courbe. Lorsque le pas de la subdivision diminue, ces deux aires tendent vers la méme valeur : celle de 'aire
sous la courbe.

Remarque : Dans le cas d’une fonction continue, positive et décroissante, on peut construire deux suites adjacentes de la
méme maniere, on intervertit simplement u,, et v,.

On peut alors facilement généraliser cela a une fonction continue et positive.

1.1.4 Valeur moyenne d’une fonction continue et positive

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b].
On cherche une fonction constante g telle que 'aire sous la courbe de g soit égal a ’aire sous la courbe de f.

A




On cherche m tel que g(x) = m pour x € [a; b] et : ff f(z)dx = f:g(aﬁ)dx autrement dit on a : f(f f(z)dz = m(b - a),
1
d’'olt : m = . f: f(z)dx.

Définition : Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a; b].

1
La valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] est le réel : . f(f f(z)dz
—a

1.2 Extension de l’intégrale a une fonction continue de signe quelconque

1.2.1 Intégrale d’une fonction continue et négative

Définition : Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b]. Soit C sa courbe représentative dans
un repere orthogonal <O; 07; 07)

On appelle intégrale de f de a a b, que ’on note : jf f(z)dz (ou encore f; f(t)dt ), Popposé de l'aire du domaine
D défini par :

D={M(xz;y) : a<z<bet f(z) <y <0} exprimé en unités d’aire.

e

Propriété : Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b]. Soit C sa courbe représentative dans
un repere orthogonal (O; 07; O_j)

b b
Ona: [ |f(x)|de=— [ f(x)dz .

x__f/—*\
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Preuve : Cs| est la courbe représentative de |f| et est symétrique par rapport a I’axe des abscisses a Cy.
Par symétrie les domaines bleu et vert ont méme aire. L’aire sous C|s| est puisque |f| est positive, f; |f(z)| dx et Daire

sous Cy est puisque f est négative, — f; f(@)dx , d’ou Pégalité.]



Propriété : Soit f une fonction continue et négative sur un intervalle [a; b].

bia fab—f(x)dx =

1
b—a

f; f(x)dz

La valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] est égale & : —

1.2.2 Intégrale d’une fonction continue de signe quelconque

Remarque : Soit f une fonction continue et de signe constant sur [a; b]. On dit que f: —f(z)dz est aire algébrique du
domaine situé entre la courbe et ’axe des abscisses et délimité par les droites d’équation x = a et x = b : c’est une quantité
positive lorsque la fonction est positive et négative lorsque la fonction est négative.

On va utiliser cette remarque pour étendre la définition de I'intégrale.

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b], de signe quelconque sur [a; b]. L’intégrale de

f de a a b, notée fab f(z)dx correspond & la somme des aires algébriques des domaines ou f(x) garde un signe
constant.

Exemple :

Ona: [’ f(z)de =—A(Di)+ A(Ds) — A(Ds) + A(Ds) — A(Ds) + A (D).

1.3 Propriétés algébriques

Convention : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On pose : [, f(z)dz = —f; f(x)dx et

[ f(x)dz = 0.

Théoreme (admis) (relation de Chasles) : Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a, b et ¢ de I. On

a: f: flx)dz = ff f(x)dz + fbc f(x)dz.

Conséquences : (i) Soit f une fonction paire sur [—a; a]. Alors [*, f(z)dx =2 [ f(z)dx
(ii) Soit f une fonction impaire sur [—a; a]. Alors [, f(z)dz = 0.
Preuve : (i)

A

ffa f(z)dx = fi)a f(z)dx + foa f(z)dz, or puisque f est paire les domaines D; compris entre 1’axe des abscisses et la
courbe, entre les droites d’équations x = —a et x = 0 et Dy compris entre ’axe des abscisses et la courbe, entre les droites
d’équations x = 0 et & = a sont symétriques et de méme aire, d’olt : fi)a f(x)dz = [ f(x)dz. D’olt le résultat.

(i)
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Raisonnement similaire, avec : fi)u fla)de = — [} f(a)da.

Théoréme (admis) (linéarité de U'intégrale) : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]. Soit A
un réel.

On a: f;(f + g)(x)dx = f; f(z)dz + f; g(z)dz.
[PAf(@)dz = A [ f(2)da

1.4 Autres propriétés

Propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].

1
La valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] est égale & : P f; f(x)dx

Preuve : On subdivise [a; b] en autant d’intervalles que nécessaire sur lesquels f garde un signe constant et on fait la
somme.

Propriété : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b], avec f < g et Cy et Cq4 leur courbe

représentative respective dans un repere orthogonal (O; 07 ; (T]))

Alors I'aire du domaine compris entre Cy et Cg, les droites d’équation v = a et x = b est : f;(f —g)(x)dx

Propriété : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
Si pour tout z € [a; b], f(z) > 0, alors f; f(z)dz > 0.

b . . . .
Preuve : Dans ce cas, fa f(z)dx représente une aire, qui est donc positive.[]

Propriété : Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
Si pour tout x € [a; b], f(z) < g(x), alors f; f(x)dz < fabg(gc)dx.

Preuve : On applique la propriété précédente & g — f, qui est positive sur [a; b] et on utilise la linéarité de l'intégrale.(]



Théoréme (inégalité de la moyenne) : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. Soit m et M deux
réels.

Si pour tout = € [a; b], m < f(x) < M, alors m(b —a) < ff f@)de < M(b—a).

Preuve : On applique la propriété précédente, comme pour = € [a; b], m < f(z), on a : ff mdr < f: f(x)dz et donc
puisque f: mdz =m(b—a), m(b—a) < f: f(x)dz .

De méme, on a : pour z € [a;b], f(z) < M, on a : f;f(x)dx < ffMd:E et donc puisque f;de = M(b - a),
[P f@)dz < M(b—a) . O

Remarque :Graphiquement pour une fonction positive, I’aire sous la courbe est comprise entre celle d'un rectangle d’hau-
teur le mimimum et celle d’un autre rectangle d’hauteur le maximum, d’ou le nom du théoreme.
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Théoréme (inégalité de la moyenne bis) : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. Soit M un réel.

Si pour tout = € [a; b, |f(z)] < M, alors f: f(x)da:‘ <M|b—al.

Preuve : On applique le théoréme précédent, comme pour x € [a; b], —M < f(x) < M,ona: —M(b—a) < fab f(z)dz <

M(b—a), d’ou le résultat. O

Théoréeme (admis) : Soit f une fonction continue sur R, de période 7.
Alors, pour tout réel a, f:+T f(z)dz = fOT f(z)dz.

2 Intégration et dérivation

2.1 Primitives

2.1.1 Généralités

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, toute fonction F' définie et dérivable sur I telle que, pour tout x € I, on a :

Fl(z) = f(a).

1
Exemple :  — x admet pour primitive : x — §x2 +couceR.

Propriété : Soit f une fonction définie sur un intervalle 7, admettant une primitive F sur I.

(i) Alors  — F(x) 4 c ou ¢ € R est aussi une primitive de f sur I.

(ii) Soit G une primitive de f sur I, alors il existe un réel k tel que G(x) = F(x) + k pour tout « € I (autrement
dit deux primitives d’une fonction différent d’une constante).

Preuve : (i) On note : G : x — F(x) 4+ ¢. G est dérivable sur I comme somme d’une fonction dérivable sur I et d’une
constante. On a pour x € I : G'(x) = F'(z) = f(z), donc G est une primitive de f sur I.

(ii) G — F est dérivable sur I et pour z € I : (G — F)(z) = G'(z) — F'(z) = f(z) — f(z) = 0, donc G — F est une
constante ¢ sur I et donc pour z € I, G(z) — F(x) = ¢, d’ou le résultat.

Propriété : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant des primitives sur I.
Soit (x0; yo) un couple de réels, tel que zq € I.
1l existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(z0) = yo

Preuve : Soit G est une primitive de f sur I. Comme deux primitives de f sur I différent d’une constante, on va construire
F tel que F(xp) = yo. Soit ¢ tel que G(x) = F(x) + ¢ et F(xg) = yo, alors : G(xg) = F(x¢) + ¢ et donc ¢ = G(zg) — yo-
Ainsi : F(z) = G(z) — G(z0) + yo-

F est bien une primitive de f et F'(z¢) = yo.O

Théoréme fondamental de l'intégration (existence d’une primitive pour les fonctions continues) : Soit f une
fonction définie et continue sur un intervalle I. Soit @ un réel de I.
Alors la fonction f admet une unique primitive F s’annulant en a et F(z) = [ f(t)dt




Preuve :
Existence : On pose F

F(z) ~ Fleo) _
On ::775(@) — F(m(;)
r — X

Ainsi pour z proche de xg, on a :

F(z) — F(xo)

(z)

Tr — X9

et donc lim
r—rT0o

f f(t)dt. Prouvons que F' est dérivable en tout zq de I.

o (fa f)at — [ ft)de
— f(=o)

Or, f est continue en xy, donc pour € > 0, lorsque x est suffisamment voisin de z(, on a :
— F(z)

N
|z — o

r — X

L’unicité résulte de la propriété précédente.[]

= f(zg) et donc F est dérivable en zg et F'(xp)

= ﬁ [ ft)at

2, Fe) = Fao) o = a0)] = =

JC()|

—f(l‘o) <|

1 P
dt
_ xo‘ fﬂ?o €

:f(xo

o (F () = f(20)
/() =

at| < Lo 11

‘lE—l‘0|
f(zo)| <e.

). De plus F(z¢) = 0.

Alors ff ft)dt =
F(b) — F(a) se note :

On écrit ainsi : f(f f(t)dt

[F(2)]g-

a

= [F@)],

a

Corrolaire. Notation : Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I. Soit a et b deux réels de I.
F(b) — F(a).

Preuve : Immédiate par la relation de Chasles.

2.1.2 Calculs de primitives

Propriété :
AeR.
Alors :

(i) F + G est une primitive de f + g sur
(ii) AF est une primitive de Af sur I.

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, admettant sur I des primitives F' et G. Soit

Fontion f Primitive F sur l'intervalle
f(z)=a,a R F(z) = ax R
zntl R\ {0} sin< -1
=2", neZ\{-1 F(z) =
flx)=2"n \{-1} () n+1 {R sin >0
T x
f(x):; F(z)=Ilnz R%
flz)=¢e" F(z)=¢" R
f(z) =sinx F(z) = —cosx R
f(x) =cosz F(z) =sinz R
1
f(x)_ﬁ F(z) =2z R
f(x)=1+tan’z = ! F(z) =tanz —E—&-km'z—i—kﬂ[ keZ
cos? . 2 ’ 2 ’

Propriété : Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que pour tout x € I, f(x)
g et u sont deux fonctions, définies et dérivables convenablement. Alors f admet comme primitive sur I, g o u.

=u'(x) x ¢'(u(x)), ol

On obtient ainsi le tableau suivant, avec u fonction définie sur I

Fontion f Primitive F Remarques
untl N{z : u(z) =0} sin< -1
— !1,,m Z 71 —
f=uu"ne \{ } n+1 {I sin >0
f—u— F=lnu u > 0sur ]
o F =In(—u) u < Osur/
7
f= % F=2/u u > Osur
f=uet F=e" 1
T
v ular +b) (a#0) | F(z)=-U(azx +b) U primitive de u sur I
a.

2.2

Intégration par parties

Propriété :
deux réels de I.

Alors [/ (t)v(t)dt =

[u(t)o(t))l — [ u(ty'(t)dt

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de dérivées respectives u’ et v'. Soit a et b

Preuve : Comme u et v sont dérivables sur I, uv est aussi dérivable sur T et (u

Ainsi [? (uv)’ (£)dt

:7!5 (u' (t)v(t) + u(t)v'(t)) dt, et donc [u(t)v(t)]z

Exemple : Calculer [,2 ¢2sin tdt.
On pose v(t) =t et v/(t) =sint. On a : v/(t) = 2t et u(t) = — cost.

= [P (t)u(t

v)’ —uv+vu
()dt + [ u

'(t)dt, d’ou le résultat.
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7r

On a alors : [;2 2 sintdt = [~2cost]Z — |,

Onposev(t):tetu’(t)—cost Ona V'(t) =1 et u(t) = sint.
T 7r

Dot : [,2 tcostdt = [tsint] @ — f sintdt = g — [—cost]? = g + 1.
7r

12 2 sintdt = 2 [% +1] =r+2

2 2t(— cost)dt = 2 [,2 t cos tdt.
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