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CHAPITRE 07 PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE.
DROITES ET PLANS DE L’ESPACE.

1 Rappels sur le produit scalaire dans le plan

1.1 Définition

Définition : Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls.
Soit A, B et C des points tels que : /@ = et @ =7.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).
On appelle produit scalaire de U et ¥ et on note W. U (qui se lit
< U scalaire ¥ ) le réel définit par :
- AB x AH Siﬁetm sont de méme sens
. —AB x AH sixﬁetﬁ sont de sens opposés
Si 'un des vecteurs est nul, on pose, par définition : UT =0

Définition : Soit ¥ un vecteur.
On appelle carré scalaire de 7 (noté 72) cW=U..
On appelle norme de @ et on note || 7| = V2.

Propriété : Soit @ un vecteur et k un réel. On a : ||k || = |k||| ||

Preuve : Soient A et B des points tels que : 1@ = . Soit C un point tel que : ﬁ =7 =k1.
On a AC = |k|AB.
Dol : U2 = AC? = k2AB?, d’on le résultat en passant & la racine carrée :

Ik = |kl )0

1.2 Lien entre produit scalaire, norme et cosinus

Propriété : Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls. On a : .7 = ||| x | V]| x cos (&, V)

Preuve : Soient A, B et C des points tels que : B = et @ =7.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). On note § = BAC
Si 1@ et ﬁ sont de méme sens : Si E et ﬁ sont de sens opposés :

alors W. 0 = —AB x AH.

alors 7.7 — AB x AH Or, dans le triangle AHC, rectangle en H, on a :
Or, dans le triangle AHC, rectangle en H, on a : AH
n cos(m — 0) = el
cosf = —
AC d’ou :
dou: 2T — AB x AC x cosd UV = —ABx AC x cos(m — 0)

= AB x AC x cos¥f.



et comme cosf = cos (U, V), AB = ||ul|, AC = |jv||, on a :

U = |d| x| 7| x cos (&, )0

1.3 Vecteurs orthogonaux

‘Déﬁnition : On dit que deux vecteurs U et U sont orthogonaux lorsque 1T =0

Propriété : Soit deux vecteurs @ et ¥ deux vecteurs.

1.4 Propriétés

W et U sont orthogonaux si et seulement si soit 'un d’entre eux est nul, soit leurs directions sont perpendiculaires.

Propriété : Soit deux vecteurs U et ¥ non nuls.

Soit A, B et C des points tels que : E = et Cv’ﬁ =.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB) et K celui de D sur (AB).

%% = AB.CD = AB.HEK

—
HK est appelé le vecteur projeté orthogonal de Y osur W

Preuve : Soit E le point tel que : ﬁ = 7. On note E’ le projeté orthogonal de E sur (AB)
—
Ona: 7.7 = AB.AE = AB.AE.
Si AB et AE' sont de méme sens (et il en est de méme pour HK), on a :
U7 = AB x AE'. .-
On a : cos (ﬁ,C"B) =D d’ou

£
AE' = AE x cos (E,ﬁ) = CD X cos (ﬁ,@) =HK

Dans ce cas, on a :

\ E
__,-" § [ ]
/o \
/ z
/ \ \
~ ‘; 1I| ll|.
AB.CD = AB.AE = AB x AE' = AB x HK = AB.HE o S
bR i
Si AB et AE’ sont de sens contraires (et il en est de méme pour ﬁ{), on
a: UV =-ABx AE'. .
5 N D
Ona:cos(w—(@,@)):c—l},dou \ i
N e
AE" = AFE X cos (ﬂ—(zﬁ7ﬁ)) = —CD x cos (ﬁ,@) =HK v\ |
Dans ce cas, on a : \ :‘b \
\ ' . .
AB.CD = AB.AE = —AB x AE' = —AB x HK = AB.HEK N 5
o C

Propriété : Soit trois vecteurs U, U et W et k un réel.
Alors :

T

~ (i) 7. (k) = k(W)

~ (i) Y (V4 W) =7+ W

Preuve : (i) Si @ ou ¥ est nul, I'égalité est vérifide.
Si W et ¥ sont non nuls, alors : ©. 7 = || 7| x ||| x cos (&, V)
et .U = |V x | @] x cos(V, ), dott comme (U,
multiplication de réels étant commutative, on a : UD =7
(ii) Si @ ou U est nul, I'égalité est vérifice.
Si k = 0, I'égalité est vérifiée.
Si @ et U sont non nuls, alors :

)

~—

— (W, V) 2], on a : cos (U, W) = cos (W, V), et la




- sik >0,

©. (k)
(U, k7)) = (W, 7) [27], et |k] = k d’ot :
U (k)
~sik<0
©. (k)

= ||| x |[EV| x cos (U, kD)
||| % k| x || 7| x cos (W, k)

= k|| x|V x cos (¥, )
= k(U.V)

= |2 |k 7|  cos (T, kD)
= 2| % |k| x || x cos (T, kT)

(U, k0) = (U, 7))+ (V. k7)) [27] = (U, V) + w[27], et |k| = —k d’ou :

u.(kV) =

k||| x || x cos (x + (W, T))
—k|| || x |V x (—cos (U, 7))
E|T| % |7 x cos (W, T)

= k(W.V)
(iil) Soit O, A, B et C quatre points du plan tels que : 0—121 = 7, O—ﬁ =7
et B? =. 5
Soit B’ (resp. C’) le projeté orthogonal de B (resp. C) sur (OA). _
—  — . . ﬁ w
Les vecteurs OB’et OC” sont colinéaires caﬁ et C” appartiennent & (OA), /|
donc il existe un réel k tel que : B'C' = kOB’. v /ol ®
On a donc : ;‘f [ |
|
|
WV +7d@ = OAOB+OABC f | |
— — )
— OAOB +0ABC /AR I A
= 0A0B' + 04 (r0B') o g & A C
—
— (1+k)OAOB
Or,
@.(7+@) - OA (0B+50)
- Gioe
— 0Aoc

— = —— —

et OC" = 0B+ B'C" = (14+k)OB', dot: 4. (V+ ) = 4.V + 4. W0

T = ([T + T [T - 1TR)

Propriété : Soit deux vecteurs @ et ¥, on a :

Preuve :

I + 7|

d’ou le résultat.[]

(W +70).(d+ )
(U+) A+ (A +7).7
= |WPP+2 Y +7.7+||7|?
= %> +2u¢. 7 +|7)?

1.5 Expression analytique du produit scalaire

Soit @ (z; y) et U (2; y) deux vecteurs.
Alors .0 = za’ + yy/

Propriété : On munit le plan d’un repere orthonormal (0, i, J )




- = - =
Preuve : Ona: o =z i +vyyJ et ¥ =a'i +y' 7.

D'ou :
- = — —
UV = (:ci+y] (w’ier'j)
— = > — e s
= z1 (xz—kyy)—&—yy (a:z—l—yg)
12 s i 172
= xxr 1 +xTYy t.) +yrJ.1v +yy J
— — - = ==
Or, i2=1, j2=1et i.j =j.i =0,don: 4.V =zz' +yy'.0

1.6

-
Conséquence : On munit le plan d’un repere orthonormal (O, i, ] )

Soit o (x; y) un vecteur.

Alors || = /22 + 2.

Projeté orthogonal sur un axe

Propriété Définition : Soit (0, 1 ) le repere normé d’un axe.

Le projeté orthogonal d’un vecteur U sur cet axe est le vecteur (7 i ) i.

.= o - =\ . .
Preuve : Soit j le vecteur unitaire tel que (0, i, J ) soit un repere orthonormal.
— — — -/ = -
T=2i +yj,don: 7.0 = z(xz —|—yj):x.

Soit u’ le projeté orthogonal de U sur laxe.
%

= s ’
uw=x1t+yy.
_/>_-> [N /
Oru._j}zO,dou:y :0_>
— — — —
Donc v/ =2’ 7 et donc 7 .u' = 7. x’z):x’

2

2.1

Produit scalaire dans ’espace

Définition

Définition : Soit ¥ et ¥ deux vecteurs de I’espace.

CSiTA O et T£

Soit A, B et C des points tels que : /@ = et /@ =7

Soit (P) un plan contenant A, B et C (il en existe au moins un!)

Le produit scalaire des vecteurs U et U dans I’espace, noté 77, est le produit scalaire des vecteurs U etV
dans le plan (P).

- Siﬁzﬁouﬁzﬁ, alorsonposeﬁ.W:O

Définition : Soit @ un vecteur de I’espace.
On appelle carré scalaire de U (noté u?) : W2 = u. 4.

On appelle norme de % et on note ||| = V2.

Propriété : Soit @ un vecteur et k un réel. On a : ||k || = |k||| ||

Preuve : Similaire au plan.[J

2.2 Lien entre produit scalaire, norme et cosinus

Propriété : Soit U et ¥ deux vecteurs non nuls de I’espace.
Soit A, B et C trois points de l'espace tels que ¥ = E et U = ﬁ

Ona: .7 = AB.AC = ||jﬁH X ||EH X €COS (W)

Preuve : Se déduit du plan.



2.3 Propriétés

Propriété : Toutes les propriétés du produit scalaire dans le plan s’appliquent a des vecteurs coplanaires de
I’espace
En particulier, deux vecteurs de 1’espace U et U étant coplanaires, on a, avec k un réel :
- u V=7
) U (k) =k (U. V)

~ (i
WA = L (- R - )

Propriété :
Soit trois vecteurs de ’espace 7, T et W.Ona:

BT+ =TT+ 0T

Preuve :Admis (trois vecteurs ne sont pas forcément coplanaires et la démonstration n’est pas évidente)

2.4 Orthogonalité dans I’espace

2.4.1 Orthogonalité de deux vecteurs, de deux droites

Définition : On dit que deux vecteurs U et ¥ de I’espace sont orthogonaux lorsque UV =0

Définition : On dit que deux droites sécantes de ’espace sont perpendiculaires si leurs vecteurs directeurs sont
orthogonaux.

On dit que deux droites de 1'espace sont orthogonales si leurs paralleles en passant par un point quelconque sont
perpendiculaires.

Propriété : Soit deux vecteurs U et U deux vecteurs.
U et U sont orthogonaux si et seulement si soit 1'un d’entre eux est nul, soit leurs directions sont orthogonales.

2.4.2 Perpendicularité d’un plan et d’une droite

Propriété : Soit une droite (D) de vecteur directeur % et un plan (P).

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) (D) et (P) sont perpendiculaires.

(ii) Pour tous points M et N de (P), on a : @.MN =0,

(iii) Pour tout couple de vecteurs non colinéaires (7, o) de (P),ona: @. v = 4.0 =0

Preuve : C’est la traduction en terme de produit scalaire des équivalences suivantes :
(D) et (P) sont perpendiculaires ssi (D) orthogonale a toute droite de (P)
ssi (D) orthogonale & deux cotés d’un triangle de (P)

2.4.3 Vecteur normal & un plan, plans perpendiculaires

Définition : On appelle vecteur normal & un plan tout vecteur non nul 7 qui est vecteur directeur d’une droite
perpendiculaire a ce plan.

Propriété (admise) : Soit (P) un plan, A € (P) et 7 un vecteur normal de (P).
—
M e (P)ssi AM.W =0

‘Déﬁnition : On dit que deux plans sont perpendiculaires si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

2.5 Expression analytique du produit scalaire

- = -
Propriété : On munit I’espace d’un repere orthonormal (O, i, 7, k:)

Soit W(z; y; 2) et U(a';y; 2/) deux vecteurs.
Alors 4.V =z’ + yy' + 22’

Preuve : Similaire au plan.OJ

Conséquence : On munit le plan d’un repere orthonormal (O, i, 5, k )

Soit @ (x; y; z) un vecteur.

Alors | 7| = /22 + 4% + 22.




2.6 Projections orthogonales dans 1’espace

Définition : Soit (P) un plan et M un point de I’espace.
On appelle projeté orthogonal de M sur (P) le point M’ intersection de la droite perpendiculaire & (P) et passant
par M avec le plan (P).

Définition : Soit (D) une droite et M un point de Iespace.
On appelle projeté orthogonal de M sur (D) le point M’ intersection du plan perpendiculaire & (D) , passant
par M, avec la droite (D).

2.7 Applications

2.7.1 Equation cartésienne d’un plan

Théoréme : On munit ’espace d’un repere orthonormal.

~ (i) Soit (P) un plan et 7 (a; b; ¢) un vecteur normal & (P). Alors le plan a une équation cartésienne de la
forme ax 4+ by + cz +d = 0.

— (ii) Réciproquement, soit a, b, ¢ (non tous les trois nuls) et d quatre réels, 'ensemble des points M(z; y; 2)
de l'espace tels que ax + by + cz + d = 0 est un plan de vecteur normal ﬁ}(a; b; c).

Preuve : (i) Soit A (xo; yo; 20) € (P)
Soit M(z; y; 2).
T — .

Me (P)ssi AM. W =0ssia(x—x0)+b(y—yo)+c(z—2)=0

ssiar + by +cz—axrg—byg —czog =0

En posant d = —axo — byg — czp, on obtient bien M € (P) ssi ax +by +cz+d=0.

(ii) Réciproquement si M(z; y; z) € (P) d’équation ax + by + cz +d = 0.

On peut toujours choisir (zq; Yo ; 20) tel que : d = —axg—byo—czg (en effet par exemple si a # 0, on choisit arbitrairement
yo =0 et 2o = 0 et on en déduit : xg = ——)

On note A (z¢; yo; 20). Ce point appartient a (P).

Ona:M(z;y;2)€(P)ssiar+by+cz+d=0ssia(z—x9)+b(y—yo)+c(z—2)=0.

Et eri> notant ﬁ(a; b; c¢), on a m T =0ce qui équivaut a dire que M appartient au plan passant par A et de vecteur
normal 77.

2.7.2 Distance d’un point a un plan

Théoréme : On munit 'espace d’un repeére orthonormal. Soit (P) un plan d’ équation cartésienne ax+by+cz+d =
0.

Soit A (xo; Yo ; 20) un point de 'espace.

lazo + byo + czo + d|

va? + b2 + c2

La distance du point A au plan (P) est égale a :

Preuve :(P)admet 7 (a, b, ¢) comme vecteur normal.
Soit H(z', y', z') le projeté orthogonal de A sur (P).
T =x9+ ka
On a ﬁ et 7 qui sont colinéaires, d’ott il existe k € R tel que : ﬁ = k7. Dol : y =uyo+ kb
2 =z + kc
De plus H € (P), donc : a(xo + ka) + b(yo + kb) + c(yo + kc) +d = 0.
Dou: k= _a%o +byo +cyo +d

a? 4+ b2 + ¢
Et donc
IAH| = [k x| 7|
axo—l—byo-i-cyo—l-d\/i
= I- a? + b2 + 2 Va2 +b2 42

|a1‘0 + byo + CYo + d| 0
Va2 + b2+ ¢?

2.7.3 Demi-espace

Définition : On munit I’espace d’un repére orthonormal. Soit (P) un plan d’ équation cartésienne ax+by+cz+d =
0.

Ce plan partage l'espace en deux demi-espaces ouverts (respectivement fermés) :

— 'un ensemble des points M (z; y; 2) tels que ax 4+ by + ¢z + d > 0 (respectivement az + by + cz + d = 0)

— Dlautre ensemble des points M (x; y; z) tels que ax + by + cz + d < 0 (respectivement ax + by + cz + d < 0).




3 Droites et plans dans ’espace

3.1 Caractérisations barycentriques

3.1.1 faisant intervenir deux points de 1’espace

Théoreme :

Soit A et B deux points de 'espace.

(i) Le barycentre de (A, «) et (B, 8) avec a + 8 # 0 est situé sur la droite (AB) et réciproquement les points de
(AB) est l'ensemble des barycentres de (A, ) et (B, ) avec a+ 5 # 0.

(ii) Le barycentre de (4, a) et (B, ) avec a+ 8 # 0, avec « et 3 de méme signe est situé sur le segment [AB]
et réciproquement les points de [AB] est ’ensemble des barycentres de (A, a) et (B, ) avec a+  # 0 et avec
a et B de méme signe.

Preuve :
(i) Soit G le barycentre de (A4,«) et (B,5) avec a« + 5 # 0, on a : ﬁ = %ﬁ, ce qui signifie que ﬁ et 1@ sont
o

colinéaires donc G € (AB).

Soit M € (AB), alors les vecteurs m et 1@ sont colinéaires et donc il existe A € R tel que m = )\1@ , soit encore
(1- )\)m + AMB = 0. Comme 1 — X +A=1+#0, M est le barycentre de (4,1 — X) et de (B, ).
afﬂ < 1 et donc G € [AB].

Réciproquement, si M € [AB], alors les vecteurs m et zﬁ sont colinéaires et donc il existe A € [0; 1] tel que m = )\zﬁ ,
soit encore (1 — )\)m + AMB = 0. Comme 1 — A +A=1%#0, M est le barycentre de (4,1 — A) et de (B,\). 1 —Xet A
sont tous les deux positifs. Cela fonctionne aussi en multipliant ces deux coefficients par -1.

Remarque : Ce théoreme aurait pu aussi formulé comme suit :

Soit A et B deux points de ’espace.

L’ensemble des barycentres de (A,1 —t) et (B,t) avec :

— t € R est la droite (AB).

— t€[0; 1] est le segment [AB].

(ii) Se base sur la preuve précédente. On a 0 <

3.1.2 faisant intervenir trois points non alignés de I’espace

Théoreme : Soit A, B et C trois points non alignés de I’espace.

(i) Le barycentre de (A, @), (B, B) et (C,~v) avec a + 8 + 7 # 0 appartient au plan (ABC).

Réciproquement, le plan (ABC') est 'ensemble des barycentres de (A, a), (B, ) et (C,~) avec a+ 8+ v # 0.
(ii) Le barycentre de (A4, «), (B, ) et (C,v) avec a+B+v # 0ot o > 0, 8 > 0 et v > 0 appartient & 'intérieur
du triangle ABC.

Réciproquement, 'intérieur du triangle ABC est 'ensemble des barycentres de (A4, «), (B,5) et (C,7) avec
a+B8+y#0ouna>0,8>0etvy>0.

Preuve :(i) Soit G le barycentre de (A, «), (B, 8) et (C,v) avec a+ S+ #0on a: @ = #;_’_WE—&— #ﬁ—i—’ylﬁ’

ce qui signifie que E, f@ et B sont coplanaires donc G € (ABC).

Soit M € (ABC), alors les vecteurs m, zﬁ et ﬁ sont coplanaires et donc il existe A € R et u € R, tel que
— _ — —
AM = /\zﬁ—i—um soit encore (1 —/\—,u)MA—i—)\J\ﬁ—ﬁ—,um = 0.Comme 1l —-A—pu+A+p=1%#0, M est le barycentre
de (A, 1 —X—p), de (B, A) et de (C, p).

(ii) On note H le barycentre de (B, ) et (C,~) (il existe puisque 8 > 0 et v > 0). On a d’apres 3.1.1. (ii), H € [BC].

D’apres le théoreme d’associativité, G est le barycentre de (A,«), (H,B + ) et comme o > 0 et S+ > 0, G € [AH],
donc G est a l'intérieur du triangle ABC. (faire une figure)

Réciproquement, si M est a Uintérieur du triangle ABC, soit H le point d’intersection de (AM) et [BC].

Comme H est sur [BC], il existe ;1 € R tel que H soit le barycentre de (B, A) et (C, p).

Comme M est sur [AH], il existe A tel que M soit le barycentre de (A,1 — A — u) et (H, A+ p).

Par associativité du barycentre, M est le barycentre de (A,1 — X\ — ), de (B, A) et de (C, p).



3.2 Représentation paramétrique d’une droite de 1’espace

Théoreme-Définition : On munit I’espace d’un repere (O; i3 75k ) Soit A(z4; ya; za) un point de 'espace

et 7(&; B; ) un vecteur non nul.
Un point M (x; y; z) appartient & la droite D passant par A et de vecteur directeur U si et seulement si il existe
r=x4+at
t € R tel que y=uya+ Ot
z=2z4+7t
r=xa+at
On dit que y=1ya+ Bt ,t€ER est une représentation paramétrique de D.

z=2za+t
r=x5+at
Preuve :M € D & AM et U sont colinéaires <3t € R : AM =kd 3R : =ya+pt .O
z=2z4+ 'yt
Exemple : 1. Donner une représentation paramétrique de la droite (AB) ou A(1;2;4) et B(3;—2;—1)
2. Dire si les points suivants appartiennent & (AB) : E(6; —8; —8,5) et F(— 3 2;2,5).
r=14+2t
— e
1. M(x;y; 2) € (AB) & AM et AB sont colinéaires <Vt € R : AM = tADB ©Vi € R y=2-—4t
z=4-—>5¢

2. E€(AB) et F ¢ (AB).
Remarque : La représentation paramétrique d’un segment ou d’une demi-droite est analogue, simplement que ’on choisit

U et t convenablement :
pour le segment [AB], on prend o = ABette [0; 1].

pour la demi-droite [AB), on prend U = AB et t €105 4o0l.

3.3 Intersections
3.3.1 Intersection de deux plans

Etude géométrique :
Deux plans de ’espace peuvent étre :
— soit paralléles (de maniére stricte ou confondus),

— soit sécants suivant une droite.

On peut caractériser ceci par le théoréeme admis suivant :

Théoreme : Deux plans sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont colinéaires

Remarque : La négation de ce théoréeme est :
Deux plans sont sécants ssi leurs vecteurs normaux ne sont pas colinéaires.
Etude algébrique :




Théoréme : Soit deux plans P et P’ d’équation cartésienne respective ax+by+cz+d = 0et a’z+by+c'2+d =0
— P et P’ sont paralleles ssi (a; b; ¢) et (a’; b ; ¢’) sont proportionnels.
Dans ce cas P et P’ sont confondus ssi (a; b; ¢; d) et (a'; b ; ¢ ; d') sont proportionnels et P et P’ sont
strictement paralleles ssi (a; b; ¢; d) et (a'; b ; ¢ ; d') ne sont pas proportionnels.
— P et P’ sont sécants ssi (a; b; ¢) et (a’; b'; ¢/) ne sont pas proportionnels. L’équation de la droite d’intersection
ar+by+cz+d=0

Wz byt s td =0 appelé systeme d’équations cartésiennes de la droite.

est alors un systeme :

Remarque : A partir d'un systeme d’équations cartésiennes d’une droite on peut bien entendu revenir a une représentation
paramétrique de cette droite et réciproquement.

Exemples : Les plans suivants sont ils sécants ? Si oui, donner une équation cartésienne de la droite d’intersection, puis
une représentation paramétrique de cette droite, puis donner un point de cette droite et un vecteur directeur.

1.P:2r+3y—2z+1=0et P : —-1,22—-1,8y+0,62+3=0.

2.P :5x—-3y+22—1=0etP': =3z+5y—22+1=0.

Résolution :1. (—1,2; —1,8; 0,6) = —0,6 X (2; 3; —1), donc les plans P et P’ sont paralléles. De plus 3 # —0,6 x 1 donc
ces plans sont strictement paralleles.

2.0na:-3= —% x b et b # —g x (=3) = g, donc les plans P et P’ sont sécants, suivant la droite D de systeéme

S5x —3y+2z—1=0

Br 45y —2:41=0 (S). On pose z =t, ot : t €R. On a :

d’équations cartésiennes : {

1 1
S —3y=—-2t+1 S5 — 3y = 3z — Sy r=—y $:1—y1 x:_it—’—g
(S)e{ —3x+5y=2t—1 &{ 3r+5y=2—-1 & 8y=2t—-1 &4 y=-t—- & yzltfl
z=t z=1 2=t 24_ 8 4 ]
- z=1

1 1
D est la droite passant par A <8 ; —3 ; O> et dont un vecteur directeur a pour coordonnées(—1; 1; 4).

3.3.2 Intersection d’une droite et d’un plan

Etude géométrique :
Un plan et une droite de ’espace peuvent étre :
— soit paralleles (de maniére stricte ou confondus),

— soit sécants suivant un point.

On peut caractériser ceci par le théoreme admis suivant :

Théoreme : Un plan et une droite sont paralleles si et seulement si un vecteur normal du plan et un vecteur
directeur de la droite sont orthogonaux.

Etude algébrique :

Soit un plan P d’équation cartésienne ax + by + cz + d = 0 et une droite D passant par A (x4 ; ya; z4) et dont
un vecteur directeur est 7(04; B 7).
ar+by+cz+d=0
r=xa4+at
y=ya+pt
z2=2z4+t
Ce systéme n’admet pas de solution ssi D et P sont strictement paralléles. (Faire une figure)
Ce systéme admet une infinité de solutions ssi D est incluse dans P. (Faire une figure)
Ce systeme n’admet qu’une seule solution ssi D et P sont sécantes en un point. (Faire une figure)

Etudier I'intersection de D et P revient a résoudre le systeme :




Exemples : Les droites D suivantes et le plan P d’équation 6z + 2y — 5z + 7 = 0 sont ils sécants ? Donner éventuellement
les coordonnées du point d’intersection.
1. D passant par A(—1; 2; 3) et dont un vecteur directeur a pour coordonnées (1; 2; 2).

2. D passant par A(—5; 9; —1) et dont un vecteur directeur a pour coordonnées (—3; 4; —2).

3. D passant par A(2; 3; 4) et dont un vecteur directeur a pour coordonnées (1; 3; 2).
Solution :

1. D est strictement parallele a P.
1. D est incluse dans P.
1. D et P sont sécantes en (—0,5; —4,5; 9)

3.3.3 Intersection de trois plans

Etude géométrique :
Trois plans distincts (sinon on est ramené & 1’étude de deux plans) de 'espace peuvent :
— soit n’avoir aucun point commun :

o les trois plans sont strictement paralleles

g-_)ll

o deux plans sont strictement paralleles, le troisieme est sécant aux deux premiers

N
5
Y
1

\/
Vv

o deux plans se coupent, le troisiéme est strictement parallele a la droite d’intersection des deux premiers

— soit un seul point commun : deux plans se coupent suivant une droite d’intersection dont un vecteur directeur n’est
pas coplanaire au troisieme plan
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— soit une droite commune : les trois plans se coupent suivant une droite commune.

Remarque : L’étude géométrique peut se faire via I’étude des vecteurs normaux.
Etude algébrique :

Soit trois plans P, P’ et P d’équation cartésienne respective ax + by +cz+d =0,d'z +by+cz2+d =0 et
a//x + b//y_"_c//z +d// — O.
axr+by+cz+d=0

Etudier I'intersection de P, P’ et P” revient & résoudre le systeéme : adr+by+dz+d =0

a//x +b//y+ C//Z‘i'd// — O
Lorsque ce systéme n’admet pas de solution, l'intersection deP, P’ et P est vide.
Lorsque ce systéme admet une solution, 'intersection deP, P’ et P” est un point de coordonnées la solution
trouvée.
Lorsque ce systéme se rameéne & deux équations, 'intersection deP, P’ et P est une droite de systéme d’équations
les deux équations auquel s’est ramené le systeme.
Lorsque ce systéme se ramene & une équation, Uintersection deP, P’ et P’ est un plan d’équation 1’équation
auquel s’est ramené le systeme.

Exemples : Etudier I'intersection des plans P, P’ et P” suivants.
1.P:5x+2y—2—-1=0;P : 22 +Ty+22—9=0etP” : 30 +2y+2+1=0
2P :2x43y—2-5=0;P :ax4+2y—2—-3=0et P’ : 3x+4y—2—-7=0
Résolution : 1. Un point de coordonnées (-1,1; 2,2; -2,1)
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