TS

CHAPITRE 05 COMPLEXES.

1 Introduction aux nombres complexes

1.1 Ensemble C des nombres complexes

Historiquement, on a tout d’abord introduit N, ensemble des entiers naturels, dans
lequel on sait additionner et multiplier des nombres entre eux tout en restant dans cet
ensemble. Par contre on a des probléemes lorsque 1’on veut résoudre ’équation x +a = b
suivant les valeurs de a et b.

D’ou l'introduction des relatifs au 12e siecle en Italie et au 14e siecle du zéro.

Dans Z, ’ensemble des entiers relatifs , on sait résoudre 1’équation x + a = b.

Par contre il reste un probleme avec I’équation : ax = b suivant les valeurs de a et b.

Pour cela on construit un nouvel ensemble Q, ensemble des rationnels, dans lequel
I'équation ax = b admet une solution pour toute valeur de a # 0 et de b.

On arrive alors a montrer que certains nombres (\/5, 7...) ne peuvent pas se mettre
sous la forme d’une fraction, d’ou l'introduction des nombres réels, dont ’ensemble est
noté R.

Dans R, on sait résoudre ’équation x
supérieur.

Jérome Cardan (Pavie, 24 septembre 1501 - Rome, 21 septembre 1576) se rend
compte que certaines équations admetttent des solutions réelles mais pour pou-
voir les résoudre, il faut a un moment introduit un nombre dont le carré vaut -
1.

2 = a pour a > 0 et des équations d’ordre

C’est au 17e siecle qu'Euler (né le 15 avril 1707 & Béle et mort le 18 septembre 1783
& Saint-Pétersbourg) adoptera définitivement la définition suivante :

Définition : On appelle i le nombre tel que : 2 = —1 ‘

Définition : On appelle nombre complexe tout nombre z tel que : z = = + iy,
avec = et y deux nombre réels.

x est appelé partie réelle de z, que 'on notera Re(z).

y est appelé partie imaginaire de z, que I'on notera I'm(z).

L’ensemble de tous les nombres complexes est noté C.

Définition : Deux nombres complexes sont égaux ssi leurs parties réelles sont
égales et leurs parties imaginaires aussi.

Conséquence : L’écriture d’un nombre complexe z = x + iy est unique.

Définition : Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un
nombre réel.

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est appelé un nombre
imaginaire pur.

Définition : On appelle somme de deux nombres complexes z = x + iy et
2" =2’ + 1y’ le nombre complexe noté

242 =+ +ily+y)

FIGURE 1 - Jérome Cardan
(source Wikipedia)

FIGURE 2 -~ Leonhard Euler
(source Wikipedia)

22 = a2’ —yy' +i(zy +ya')

Sfinition : On appelle produit de deux nombres complexes z = x + iy et 2/ = 2’ + 1y le nombre complexe noté
Définition : On appelle produit de de bres ¢ lexe +iy et 2’ "+ 14y’ le nombre lexe noté




Remarques : L’addition et la multiplication dans C prolongent respectivement 1’addition et la multiplication de R et en
possédent les propriétés.

Exemple : 2 =3+ 2t et 2/ =4+ 7

z+2 =342+ A+T7)=T+9

2—2' =3+2i—(4+7)=-1-"5i

22/ = (34 2i)(4+7i) = 12 + 214 + 8 + 1442 = —2 + 29i

‘Déﬁnition : On appelle opposé d’un nombre complexe z le nombre noté —z et tel que z + (—z) = 0. ‘

‘Propriété : Soit z = = + iy un nombre complexe non nul. Alors —z = —z — iy. ‘

‘ Définition : On appelle différence de deux nombres complexes z et z’ le nombre noté z—z’ tel que z—z" = z+(—2'). ‘

Propriété : Soit z = x + iy et 2/ = 2’ + iy’ deux nombres complexes non nul. Alors z — 2’ =z — 2’ + i(y — v').

Exemple : 2 =3+ 2iet 2’ =4+ 7i
2 =342 —(4+7i)=—1— 5.

1
Définition : On appelle inverse d’'un nombre complexe non nul z le nombre noté — et tel que z x — = 1.
z z

1 T —1
Propriété : Soit z = z + ¢y un nombre complexe non nul. Alors — = 273/2
—_— z x?+y

Exemple : z =34 2i
1 1 3—2 3—2i 3 2

-2 2

z 3+2 (3+20)(3—-2i) 9+4 13 13

P . . , R
Définition : Soit 2 et 2z’ deux nombres complexes, avec 2z’ non nul. Alors le quotient de z par 2z’ noté — est le
z

z 1
nombre tel que — =z x —.
2! z!

Exemple: 2 =3+2iet 2/ =4+ 71
342 (3+20)(4-Ti) 12-21i+8i—14i> 26-13i 2 1.
= = = = = = - — —i.

2 A+Ti 4+ T)(4-Ti) 16 — 49i2 65 5 5

Remarque : Dans C, il n’y a pas de relation d’ordre qui prolonge celle de R, en obéissant a la méme regle des signes. En
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effet, si tel était le cas i* serait a la fois positif ... et négatif puisqu’égal a -1.

1.2 Plan complexe

Définition : On munit un plan P d’un repére orthonormé (O, e, 3) On considére un nombre complexe z = z+1y.
On peut toujours considérer que I'on peut associer au nombre z le point M(z;y). On dit alors que z est Paffixe
de M et 'on note M(z).

On peut aussi considérer que 1'on peut associer au nombre z le vecteur ¥(x ; y). On dit alors que z est I'affixe de
U et 'on note 7(z).

Le plan P est appelé plan complexe.

Vocabulaire : L'axe (O e_f) est ’ensemble des points M d’affixe réelle, on ’appelle donc 'axe des réels.
L’axe (O; 6—2>) est I’ensemble des points M d’affixe imaginaire pur, on 'appelle donc ’axe des imaginaires.

Propriété : (i) Soit u(z) et ¥(2'), alors @ + ¥(z + 2').

!
(ii) Soit A(z) et B(z') alors ﬁ(z’ — z) et I milieu de [AB] a pour affixe : ite
(iii) Soit (A1, 1), (A2, a2), ..., (An, a,) n points pondérés du plan, d’affixes respectives za,, 24, ..., 24,,, t€ls
n PORTEIR
k=1

que Y ag # 0. Alors en notant G leur barycentre, G a pour affixe : zg = ————.

n
k=1 Z Qg

k=1

Preuve : Immédiates en utilisant les affixes des vecteurs.(
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1.3 Conjugué d’'un nombre complexe

Définition : On appelle nombre conjugué d’'un nombre complexe z = x + iy le nombre complexe noté z = xr — iy

Exemple : Le conjugué de 3 + 77 est 3 — 7i.

Interprétation géométrique : Soit M(z) un point du plan complexe. On note M’(2’). Alors M’ est I'image de M par rapport

a I’axe des réels. L’application M(z) — M’(2) est la symétrie d’axe (O, 7).

Propriété : Soit z et 2’ deux complexes.

1 1
iv) Pour z # 0, () ==

z Z

z z
(v) Pour 2 0. (5) = =
(vi) 2" = (Z)" avec n € Z

Preuve : On pose z = = + iy et 2/ = 2’ + iy
) Z=x+iy=x—iy=x+1iy B
(i) z+2z=z+iy+a’'+w =c+a'+ily+y)=zc+2" —i(ly+y)=2z+ 2

(iii) z x 2/ = (z +1y) (2’ + 1Y) = v2’ —yy' +i(zy +2'y) =z’ — yy' —i(zy’ +2'y) = v(z’ —iy’) —iy(—iy’ +2'), dou :

zxzZ=(x—iy)(d —iy) =z x 2

(iV)Pourz7A0:(1>:< 1 ): v—iy  r4iy  (ztiy)(@—iy) z® +

VAN 1 1 1
(v) Pourz’#O:(;):zx;:zx (z’) :zx?:
(vi) On commence par établir le résultat par récurrence sur n € N :
Vrai pour les premiers termes : immédiat pour n = 0, n = 1, établi pour n = 2
On suppose que cela est vrai pour n, c’est a dire que : 2™ = (2)™.
On a: 2"t =277 =277 = (2)"z = (2)" L.
Donc pour tout n € N, on a bien 2" = (2)™.

Soit n € Z~, on pose n/ = —n

Ona:z":z—"/:(1,>: L _ 1 @ —@ro
z

| vl

n

@ +y? 2ty (242 (e —ay) (@ 4y?)(z—iy)

N

Propriété : Soit z un complexe.

Re(z) = ® et Im(z) = 2_Z
i

Preuve : On pose z =z +iy. On a :
1><2 1(+.+ ) z+z
r==-x2r==(z+iy+x—iy) =
z—Z
y=g; 2y = (etiy—(z—iy)=—

O

Conséquence : Soit z un complexe.
z€Rssiz=%2
z € iR (z est imaginaire pur) ssi z = —Z

Preuve : Immeédiated

2 Vers la forme trigonométrique

2.1 Module d’un nombre complexe

‘Déﬁnition : On appelle module d’un nombre complexe z = x + iy le nombre noté |z| =

2Z

Propriétés :(i) |z| = /22 + y2

@ 221 =4I|/
(i) 15 = '|
(i) Re(z) < ||
(

v) [z + 2| <z + 7|




Preuve : On posez—x—l—zy et 2/ =2’ +iy
2] = V22 = /(7 +iy) (x — iy) = /22 + 2
i) |22/| = V2222’ = V2327 = VzzV2d = |2||7|

0
(
(i) ||—\/(z) - v-g
(
(

)N = e

iv) Re(z) = o < Va? < Va2 + y? = |2

v) On peut approcher la démonstration en notant M(z) et M’(z’) Soit S le point tel que 0% = OM + W S(z+2’) et
Pon a OS < OM + OM’ donc |z + 2| < |z| + 7]

Figure a faire

lz+ 22 =(24+2)z2+7 =22+ 22 + 22+ 22 = |2> + 2Re (22') + |2/

|z 4+ 2|2 < |22 4 2|22 + |22 = (|2] + |2/])?, d’on le résultat.C]

2.2 Argument d’un nombre complexe. Forme trigonométrique

Définition : On appelle argument d’un nombre complexe z = x + iy, noté arg(z) 'angle orienté <?1 OM >, ol

M est le point du plan complexe d’affixe z.

Remarque : Il existe une infinité d’argument pour un nombre complexe donné. On parle d’argument principal pour ’ar-
gument ayant pour valeur comprise dans | — ;7).

Propriété : Soit z = x 4 4y un nombre complexe non nul.
Un argument 6 défini a 27 de z est donné par :

0 < t sin 6 Y
COSU = ————= el snv = ————
/$2+y2 /$2+y2

Ainsi : z = |z| (cos € + isin6).

Notation : Soit z un nombre complexe non nul, de module noté p et dont un argument est 6, la forme trigo-
nométrique de z est son écriture : z = p (cos + isiné).

Figure résumé a faire (module, argument, lien forme algébrique forme trigo voir cours TS Fini)

Propriété : Soit z = r(cosf + isin @) un nombre complexe avec r > 0. Alors |z| = r et arg(z) = 0[27]

Preuve : On a : |2|2 = (rcos6)” + (rsinf)® = 2 (cos? 0 + sin? 0) =r?, d’ou, comme r > 0, |z| = 7.
Soit 6’ un argument de z.

0 in 0
D’apres la propriété précédente, on a : cos§’ = POSY _ cosf et sing = TS% = sin @, donc ¢" = 0[27].0

Propriété : Soit z et 2/ deux nombres complexes non nuls.
Alors : (i) arg(z) = — arg(z)[27],
(ii) arg(—z) = arg(z) + m[27],
(iii) arg(zz’) = arg(z) + arg(z’)[27],

1
() g 1 ) = - ang(a)l2a],

z

z
(v) arg (5 ) = arg(z) — ang(=")[2n]
(vi) arg (2™) = narg(z)[2r] oun € Z

Preuve : On pose p = |z|. z = p(cosf + isinf), Z = p(cosf — isind).

(i) Soit ¢ un argument de z. Alors cos ¢ = cosf et sing = —sinf, d’ou : ¢ = —6[27].
(ii) On a: —z = —p(cos@ + isin ), d’ott en notant ¢ un argument de —z, on a : cosyp = —cosf et siny) = —sin 6, donc
¥ =0+ x[27].

On pose p' = |2/|. 2/ = p/(cos + isin6). Alors :
(iii) zz" = pp’(cos + isinB)(cos ' +isinf) = pp'(cosf cosd’ — sinOsin @’ + i(cosfsind’ + sinfhcosd’)), d’ot :
zz' = pp'(cos(0 + 0') + isin(0 + 6'))
En notant v un argument de zz’, on a : cosv = cos(f + ') et sinv =sin(6 4+ ¢’), d’ou : v = 6 + 6'[27]
1 1
(iv) 2z p(cosf + isin 9)
d’ott : ¢ = —0[27].

z 1 z 1
(v) o= EX d’on : arg (;) = arg(z) + arg (z’) [27] = arg(z) — arg(z')[27]
(vi) Soit n € N. Montrons par récurrence que arg (z") = nf[2x].
Pour n =0, 2° = 1, d’olt arg 2 = 0[27] et donc la propriété est vraie au rang 0.
4

1
—(cos —isinf), d’olt en notant ¢’ un argument de —. Alors cos ¢’ = cos @ et sin ¢’ = —sin ),
z



Pour n =1, z = p(cos @ + isin @), d’ou : arg z' = 1 x 0[27] et donc la propriété est vraie au rang 1.

Pour n = 2, 22 = p?(cos 20 + i sin 20) (cf preuve (iii)), d’olt : arg 2% = 2 x 0[27] et donc la propriété est vraie au rang 2.

On suppose la propriété vraie au rang n, montrons qu’elle est encore vraie au rang n + 1.

2t = 2"z done d’apres (iii), on a arg(2" 1) = arg(z") + arg(z)[27] = narg(z) + arg(z)[27] = (n + 1) arg(z)[27], et
donc la propriété est encore vraie au rang n + 1.

Par suite, pour tout n € N, arg (™) = narg(z)[27]

Soit n € Z\N. On pose n’ = —n. On a :n’ € N.

D’ou : arg (2™) = arg (z’”,) = —arg(z")[2n] d’apres le (iv).
Puis : arg (") = —n' arg(z)[2n], d’apreés ce que l'on vient de montrer pour n’ € N.
Donc : arg (2") = narg(z)[2n]. D’ou (vi).O

Théoréme : Soit A(z4) et B(zp) deux points du plan complexe. Alors : (e_f, /@) = arg (zp — za) [27].

Preuve : On note M(zys) le point du plan complexe tel que 5—1\7 = ﬁ Alors : (e_f,ﬁ) = (e_f,é?\_j) [27] =

arg (zpr) [27] = arg (25 — z4) [27).

Théoreéme : Soit A(za) , B(zg), C(2¢) et D(zp) quatre points du plan complexe. Alors : (ﬁ,@) =
ar (ZD—ZC) 2],

ZB T RA

Preuve : On a :

(8.08) - (aB.:2)+ (2.8)
- (?{,E) + (e_{,(ﬁ) [27]

= —arg(zp — za) +arg(zp — 2¢)[27]

=

ZB — RA

Propriété : (Formule de Moivre (né le 26 mai 1667 & Vitry-le-Francois - mort le 27 novembre 1754 & Londres))
Pour tout entier naturel n et tout nombre réel 4, on a :

(cos@ +isinf)" = cosnf + isinnb

Preuve : Immédiate avec ce qui précéde cos@ + isinf étant un nombre complexe de
module 1 et dont un argument est 6.1

Application : Exprimer cos(30) en fonction de cosf et sin(36) en fonction de
sin 6.

Résolution : On a :

cos(30) +isin(30) = (cosf + isinh)®
= cos®0+ 3icos?Osinf — 3cosfsin® O — isin® 0
= cos® 0+ 3i(1 —sin? 0) sin@ — 3cos O(1 — cos? ) — isin® 0
4cos®0 —3cosb +1i (3sin9 — 4sin3 9)

Et donc en identifiant parties réelles et imaginaires, on a : cos(36) = 4 cos® § — 3 cos 0
et sin(360) = 3sin 6§ — 4sin” 0

2.3 Notation d’Euler

Soit # € R FIGURE 3 — Moivre (source Wi-
Considérons Iapplication, ¢ : 6§ — cos 6 + i sin 6. kipedia)
Soit 6’ € R

Ona:¢(@+6)=cos(@+0)+isin(@+6")=cosfcosd —sinfsinb +i(cosfsinb +
sinf cos §’).

Dot : ¢p(0 4 0") = (cos O + isinB) (cos @ +isin’) = ¢(0)p(6").

Et donc ¢ vérifie ’équation fonctionnelle de I’exponentielle.

On pose donc pour tout § € R : ¢(6) = e%.



Notation : Soit z un nombre complexe non nul, de module noté p et d’argument 6, la notation d’Euler de z est
son écriture : z = pe®.

Propriété : Soit z = pe' et 2/ = p'e?® deux nombres complexes non nuls.
Alors : (i) 2 = pe™
(i) 22/ = pp/ei(ow')
(i) L eio—0")

(iv)

/
Preuve : Immédiate en s’aidant de la forme trigonométriquel]

n ,ind

= p"e’™ pour n € Z

| w

K K
Exemple : 2 =2¢ 3 et 2/ =3¢ 4
1

z
Calculer 22/, — et —
z

_7T ‘7T _(7‘( 7T) ‘7T
zz’zQeZi;»Tx?)e "4 —6e'\3 4) —6e 12

5 iz 5 4<7r+7r> 5 i 5 o
z e i| —+— i —i—
Z—:Tzfe 3 4 :§e 12 :ge 12
3e 4
1 1 1 71’E
2e 3
Propriété : Soit # une nombre réel. On a :
0, ,—if 0 _ —if
cosf = % et sinf = %
Preuve : On a : € = cos@ + isinf et e = cos# — isin@, d’ou le résultat par somme et différence.0]
Application : Linéariser cos® @ et sin? 6
Résolution : On a :
i0 —if\ 3
3 e’ +e
0 = _—
cos ( 5 )
1, .. . ) o
— é (637,9 + 3619 + 36710 + 67320)
1 [ ei30 4 o—i30 0 —if
_ 1 e’ +e n 38 +e
4 2 2
1
= 1 (cos 30 + 3 cos )

3 Applications

3.1 Résolution dans C des équations du second degré a coefficients réels

Définition : Soit a, b et ¢ trois réels, a non nul. On appelle équation du second dégré a coefficients réels toute
équation du type az? + bz + ¢ = 0, oi1 z est I'inconnue.

Remarque : On sait déja résoudre une telle équation dans R.

Définition : Résoudre une équation du second degré a coefficients réels dans C, c’est trouver tous les nombres
complexes qui rendent I'égalité vraie. Un tel nombre est appelé solution dans C de 1’équation.

Résolution :

b b\> -4
Ona:az’+bz+c=a 22+7z+g —=a z 4+ — _ U —2ac
a a 2a 4a?

On pose A = b? — 4ac, que I'on appelle discriminant de az? + bz + ¢ = 0. Ce discriminant est réel puisque a, b et ¢ sont
trois réels.

b\> A
D’oﬁ:a22+bz+c:a<(z+2a> _4aQ>'



A
~ Si A >0, alors az? +bz+c=a 24+ ——-— z++>> et 'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux
a

2a 2a 2a 2
) , -b—vA —b+ VA
solutions réelles 21 = —— et 20 = ——.
2a ) 2a
b
~SiA=0,alors az’?+bz+c=a <z + 2) et I’équation az? + bz + ¢ = 0 admet une solution réelle double zg = 5
a a
. > 2 b\ A=A
-~ SiA>0,ona:A=¢(-A). Alors: az°+bz+c=a||z+—] — , d’ott :
2a 4a?
b iv—A b iv—A
az’?+bz4+c=allz+—— ! z+ —+ ! et donc I'équation az? + bz + ¢ = 0 admet deux solutions
2a 2a 2a 2a
b iV A —b+iv—A
complexes z; = 24 et zg = 2

On remarque que : zo = Z7.
Ainsi dans C, az? + bz + ¢ se factorise toujours.

Exemple : Résoudre dans C, 'équation : 22 — 4z + 13 =0

Résolution : Le discriminant de 22 — 4z + 13 =0est : A = 16 —4 x 13 = —36 < 0, donc I’équation : 22 — 42+ 13 =0
4 —iv/36

5 =2—-3tet 29 =2+ 3.

admet deux racines complexes conjuguées : z; =

3.2 Ensemble de points

Propriété : L’ensemble des points M(z) tels que |z —a| =r , ot a € C et r > 0 est un cercle de centre A(a) et
de rayon r.

Preuve :|z — a| = r équivaut & AM = r ou encore & M appartient au cercle de centre A de rayon r.

Propriété : L’ensemble des points M (z) tels que |z —a| = |z —b| , o a € C et b € C est la médiatrice de [AB]

Preuve :|z — a| = r équivaut & AM = BM ou encore & M appartient & la médiatrice de [AB].

Propriété : L’ensemble des points M (z) tels que arg(z —a) =0 , o a € C et § € R est la demi-droite d’origine
A (A non inclus) dirigée par le vecteur o, tel que (1, o) = 0[2n]

—
Preuve : arg(z — a) = 6 équivaut a (e_1>, AM ) = 0[27] ou encore & M appartient a la demi-droite passant par A, dirigée
par le vecteur ¥, tel que (e1, ¥) = 0[2x].

z—0b
Propriété : L’ensemble des points M (z) tels que arg (
—_— z

):g,oflaE(Cetbe@etz#aetz;«ébes‘cun
—a

demi-cercle de diametre [AB] privé de A et B.

—-b -_— =
Preuve : arg : ) = g équivaut a (AM ,BM ) = g[27r] ou encore & M appartient au demi-cercle de diamétre [AB]
z—a

privé de A et B.

3.3 Interprétation géométrique de z — 2’

3.31 Ouz=z+b,avecbeC

Théoréme : La transformation qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ tel que : 2’ = 2 + b est
une translation de vecteur @ d’affixe b.

ey
Preuve :On a : 2/ — 2z = b ce qui équivaut & : MM’ = U ce qui équivaut a M’ est 'image de M par la translation de
vecteur .

332 OuzZ-w=k(z—w)aveckeR*, weC

Théoréme : La transformation qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ tel que : 2/ —w = k(z—w)
avec k € R*, w € C est une homothétie de rapport k , de centre €2, d’affixe w.

—
Preuve : On a: 2/ —w = k(z —w) ce qui équivaut & : QM’ = kQM ce qui équivaut & M’ est I'image de M par 'homothétie
de rapport k , de centre Q.
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333 Ouz-w=e*z—-w)avecaeR, weC

Théoréme : La transformation qui & tout point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ tel que : 2/ — w =
e?(z —w) avec § € R, w € C est une rotation de centre €2, d’affixe w et d’angle 6.

Preuve : On a : |2/ — w| = |e??(z — w)| = |z — w| ce qui équivaut & QM’ = QM.
— , — — ' — ;

De plus pour z # w, on a : oY e, dou : (QM,QM’) = arg (Z w) = arge'? = 0[27]
zZ—w zZ—w
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