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@ Lois de probabilité continues



Plan du cours

@ Lois de probabilité continues
1.1 Loi de probabilité. Densité.



Définition

Soit I un intervalle.

On dit que f est une fonction densité sur un intervalle I si :

1. f est continue sur I ;

2. f est positive sur I ;

3. L'aire comprise entre la courbe de f et |'axe des abscisses vaut 1

s [ f(t)dt =1.
I




[0;1]

Chercher « tel que f(x) = x + « soit une densité de probabilité sur
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Chercher « tel que f(z) = x + « soit une densité de probabilité sur
[05 1]

Résolution :

L @ ! 1
Ona: [(z+a)dz=|=+ax| =-+a;onveut —+a=1
2 .2 2
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Chercher « tel que f(z) = x + « soit une densité de probabilité sur
[05 1]

Résolution :
1 @ ! 1
Ona:f(x—i—a)d:v:{——i-ax] =_+4a;onveut —+a=1
; 2 o 2 2
1
dot: = .
ou:a=g

On a donc f(z) =2+ %
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Chercher « tel que f(z) = x + « soit une densité de probabilité sur
[05 1]

Résolution :
L a? b 1
Ona:f(ac—l—a)d:c:{——i—a:c] =-+a;onveut - +a=1
i 2 . 2 2
1
dot: = .
ou:a=g

1
On a donc f(z) =2+ 3
On vérifie que f est continue sur [0 ; 1] et que f(z) > 0 pour
x €[0;1].
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Propriété

Soit f une fonction densité sur I.
L’application P qui & tout sous-intervalle [a; b] de I associe le

b
nombre [ f(t)dt définit une loi de probabilité sur I.
On dit a7ors que f est la densité de la loi de probabilité P.
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Propriété

Soit f une fonction densité sur I.
L’application P qui & tout sous-intervalle [a; b] de I associe le

b
nombre [ f(t)dt définit une loi de probabilité sur I.

On dit a7ors que f est la densité de la loi de probabilité P.

Remarques : (i) Si I = [m; M], alors ff t)ydt = ff



Propriété
Soit f une fonction densité sur I.
L’application P qui & tout sous-intervalle [a; b] de I associe le

b
nombre [ f(t)dt définit une loi de probabilité sur I.
On dit a7ors que f est la densité de la loi de probabilité P.

Remarques : (i) Si I = [m; M], alors [ f(t)dt = %f(t)dt.
1 m

(i) Si T = [m; +ool, alors [ f(1)dt = lim [ F(t)de.
I Tr— Oom



Propriété

Soit f une fonction densité sur I.
L’application P qui & tout sous-intervalle [a; b] de I associe le

b
nombre [ f(t)dt définit une loi de probabilité sur I.
On dit a7ors que f est la densité de la loi de probabilité P.

Remarques : (i) Si I = [m; M], alors [ f(t)dt = %f(t)dt.
1 m
(i) Si T = [m; +ool, alors [ f(1)dt = lim [ F(t)de.
T T—r Oom

(iii) Méme principe si I =] —oco; M| : [ f(t)dt = lim }/[f(t)dt.
T T——00 3,
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@ Lois de probabilité continues

1.2 Variable aléatoire continue.



Définition

On considére une expérience aléatoire et un univers ), muni d'une
probabilité.

Une variable aléatoire continue X définie sur Q) est telle qu’'a
chaque issue de ) on peut associer un nombre réel quelconque d’un
intervalle |.




Définition

On considére une expérience aléatoire et un univers ), muni d'une
probabilité.

Une variable aléatoire continue X définie sur Q) est telle qu’'a
chaque issue de 2 on peut associer un nombre réel quelconque d’un
intervalle |.

Une entreprise fabrique des piles.
X la variable aléatoire associant 4 chaque pile sa durée de vie en
heures

Cette variable aléatoire est continue.




Propriété

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans I. Soit P une
loi de probabilité sur I, de densité f.

Alors on dit que X suit la loi de probabilité P, si pour tout
intervalle J inclus dans I, ona : P(X € J) = f f(t)

u]

8
I
i
!




|
N

Propriété

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans I. Soit P une
loi de probabilité sur I, de densité f.

Alors on dit que X suit la loi de probabilité P, si pour tout
intervalle J inclus dans I, ona : P(X € J) = f f()

Remarques

(i) Si J = [a; b] tel que a < b, on note
P(X €la;b])) =Pla< X <b)




Remarques

(ii) P(a < X < b) correspond a I'aire comprise entre la courbe de
la densité f, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = a et
z=>b.




Remarques

(ii) P(a < X < b) correspond a I'aire comprise entre la courbe de
la densité f, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = a et
z=>b.

A [ rle)de=1




Remarques

(ii) P(a < X < b) correspond a I'aire comprise entre la courbe de
la densité f, I'axe des abscisses et les droites d'équation x = a et
z=>b.

A [ rle)de=1

Autrement dit P(a < X <b) = [ f(t)dt




Remarques
(i) P(X € I) f f(t)dt =1 (par définition de la densité)




Remarques
(i) P(X € I) f f(t)dt =1 (par définition de la densité)

(iv) Pour tout xg € I, P(X f f(t)




Remarques
(i) P(X € I)

f f(t)dt =1 (par définition de la densité)

(iv) Pour tout o € I, P(X

(v) Pla < X
X <b);

<b)=Pla< X <

b)

ff




Remarques
(i) P(X € I) f f(t)dt =1 (par définition de la densité)

(iv) Pour tout zo € I, P(X = z¢) = [ f(t)dt =0.

(V) Pla<X <b)=Pla< X <b)=Pla< X <b)=Pla<

X <b);
P(X<a)=P(X <a);




Remarques
(i) P(X € I)

(iv) Pour tout xy € I, P(X =

(v) Pla< X
X <b);
P(X <a)
P(X >a)=

ff

<b)=Pla< X <

=P(X <a);

P(X > a).

=1 (par définition de la densité)




Remarques
(i) P(X € I) f f(t)dt =1 (par définition de la densité)

(iv) Pour tout zo € I, P(X = z¢) = [ f(t)dt =0.

(v) Pa< X <b)=Pla<X<b)=Pla<X<b=Pla<
X <b);

P(X<a)=P(X <a);

P(X}a) P(X>a)

(vi) P(X >a)=1—-P(X <a)




Définition

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans un intervalle I
suivant une loi de probabilité P, de densité f

On appelle fonction de répartition de X : F(z) = P(X < z), pour
toutx €1




Définition

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans un intervalle I
suivant une loi de probabilité P, de densité f

On appelle fonction de répartition de X : F(x) = P(X < z), pour
toutx €1

Propriété

| A\

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans un intervalle T
suivant une loi de probabilité P, de densité f, de fonction de
répartition F.

Soit a et b deux éléments de I tels que : a < b.

Alors P(a < X < b) = F(b) — F(a).




Définition

Soit X une variable aléatoire continue a valeurs dans un intervalle I
suivant une loi de probabilité P, de densité f.
On suppose que [tf(t)dt existe et est un nombre fini.

1

L’espérance de X est le nombre noté E(X) tel que :

E(X) = Iftf(t)dt
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© Quelques lois usuelles
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© Quelques lois usuelles
2.1 Loi uniforme sur [m; n|



Définition

Soit m et n deux réels distincts tels que m < n.
On appelle loi uniforme sur [m; n| la loi ayant pour densité la
1

sim<t<n
fonction f telle que : f(t) =< n—m ST

0 sinon




Définition

Soit m et n deux réels distincts tels que m < n.

On appelle loi uniforme sur [m; n| la loi ayant pour densité la
1

sim<t<n

fonction f telle que : f(t) =< n—m
0 sinon

| A

Propriété

Soit m et n deux réels distincts tels que m < n.

Si une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [m; n] alors la
fonction de répartition associée a cette variable aléatoire est :

0 siz <m
r—m
F(z) = - sim<x<n

1 sit>n




Définition

Soit m et n deux réels distincts tels que m < n.
Si une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [m n| , elle
_m+n

2

admet une espérance et : on a : f tf(t)




|

Définition

Soit m et n deux réels distincts tels que m < n.
Si une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur [m n| , elle

admet une espérance et : on a : ftf m;—n
f‘ 7 " _ n2 — m?2 _
m 2(n—m)m_2(n—m)_
( )(n+ ) n+m
2(n—m) 2
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2.2 Loi exponentielle



Définition

Soit \ un réel strictement positif.
On appelle loi exponentielle de paramétre X\ la loi ayant pour
0 sit <0

densité la foncti tell S f(t) =
ensité la fonction f telle que : f(t) XM sit>0




Propriété

Soit \ un réel strictement positif.

Si une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A
alors la fonction de répartition associée a cette variable aléatoire

0 siz <0
est: F(x) = {1 L0 g
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Propriété

Soit A un réel strictement positif.

Si une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A

alors la fonction de répartition associée a cette variable aléatoire
0

est: F(x) = {

sizx <0
1— e—)\x

sizx >0
Preuve

T

F@)= [

0
dt = Ag@wi f(t)dt+
[—e_)‘t}g =1l—-e

|

[m]
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Définition-Propriété

Soit \ un réel strictement positif.

Si une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de paramétre A,
T

on définit son espérance E(X) = ll)Ill [tf(t)dt. Ona :
X o0 0

B(X) = ;.




lim [tf(t)dt. Or: [tf(t)dt = [the Mdt.
0 0

B(X) =

T—r+00 0

On pose G(t) = — (t + ;) e Ona:G(t)= e N =tf(t).

D’ou : ftf(t)a‘t = [G(t)]g = — (at + %) g L % Or :
0
lim — (:c—l—l)e Az — )
T—>—+00 >\
Et donc E(X) = mll)gloooftf(t)dt 3
o & = = =

o>
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Définition

On considére une variable aléatoire correspondant a la durée de vie
d’un objet ou d'un individu.

On dit que cette variable aléatoire est sans mémoire (ou sans
vieillissement) si la durée de vie de I'objet ou de I'individu a
I'instant t + h est indépendante de la durée de vie a I'instant t.
Autrement dit pour tout t > 0 et pour tout h >0, on a :
Pix>p(X >t+h)=P(X > h)




Propriété

Une variable aléatoire est sans mémoire ssi elle suit une loi de
probabilité exponentielle.

o>



Une variable aléatoire est sans mémoire ssi elle suit une loi de
probabilité exponentielle.

Preuve

Supposons que X suit une loi exponentielle de paramétre \.

= >
Alors Px (X > t+h) = P(XZ=2t+h)N(X >1)) _

P(X >t)
P(X>t+h
ﬁ' car: (X >t+h)N (X >t) correspond a

I'événement (X >t +h) et (X > t), ie. : (X =t+h).
Deplus: P(X >t+h)=1—-P(X<t+h)=

t+h
1— [ deMdp=1- [—e"\z]:rh = g~ AR
0
P(X>t)=eMet P(X > h) =",
o= A(t+h)

D'ou : P(X)t)(X >t+ h) =

Réciproaue admise. S 4. = =




Définition-Propriété
On considére une variable aléatoire X sans mémoire. On appelle

demi-vie la durée T telle que P(X < 1) =0,5.
In2

T =

3




Définition-Propriété

On considére une variable aléatoire X sans mémoire. On appelle

demi-vie la durée T telle que P(X < 1) =0,5.
In2

7'—>\.

Désintégration radioactive I
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