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Bijection. Fonction réciproque

Plan du cours

@ Vers une nouvelle fonction
1.1 Bijection. Fonction réciproque



Vers une nouvelle fonction
©0®0000

Bijection. Fonction réciproque

Définitions

Soit I et J deux intervalles de R.

Une fonction f de I dans J est une bijection de I sur J si :

1. pour tout réel x de I, son image par f, f(x) est dans J ;

2. pour tout réel y de J, il existe un unique x dans I antécédent de

y par f.
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Bijection. Fonction réciproque

Définitions

Soit I et J deux intervalles de R.

Une fonction f de I dans J est une bijection de I sur J si :

1. pour tout réel x de I, son image par f, f(x) est dans J ;

2. pour tout réel y de J, il existe un unique x dans I antécédent de

y par f.

Définitions

Soit I et J deux intervalles de R. Soit une bijection f de I sur J.
On appelle fonction réciproque de f, la fonction notée g qui a tout
y € J associe son unique antécédent x € I par f (autrement dit
f(x) =y). Autrement dit g(y) = x.

| A

A
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Bijection. Fonction réciproque

Définitions

Soit I et J deux intervalles de R.

Une fonction f de I dans J est une bijection de I sur J si :

1. pour tout réel x de I, son image par f, f(x) est dans J ;

2. pour tout réel y de J, il existe un unique x dans I antécédent de

y par f.

Définitions

Soit I et J deux intervalles de R. Soit une bijection f de I sur J.
On appelle fonction réciproque de f, la fonction notée g qui a tout
y € J associe son unique antécédent x € I par f (autrement dit
f(x) =y). Autrement dit g(y) = x.

| A

A

Remarque

Avec les mémes notations, on a : g(y) = x ssi f(x) =y
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Bijection. Fonction réciproque

Théoréme

Théoréme de la bijection :

Soit I un intervalle de R. Soit f une fonction définie sur I

Si f est continue et strictement monotone, alors f est une bijection
de I sur f(I) (oa f(I) est I'image de l'intervalle I par f).
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Bijection. Fonction réciproque

Théoréme

Théoréme de la bijection :

Soit I un intervalle de R. Soit f une fonction définie sur I

Si f est continue et strictement monotone, alors f est une bijection
de I sur f(I) (oa f(I) est I'image de l'intervalle I par f).

Voir le chapitre sur la continuitél]
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Bijection. Fonction réciproque

Théoréme

Théoréme de la bijection :

Soit I un intervalle de R. Soit f une fonction définie sur I

Si f est continue et strictement monotone, alors f est une bijection
de I sur f(I) (oa f(I) est I'image de l'intervalle I par f).

Voir le chapitre sur la continuitél]

Remarque

Si f est continue et strictement monotone, alors f admet une
fonction réciproque de f(I) sur I.
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Bijection. Fonction réciproque

La fonction carré est continue strictement croissante de [0 ; +oo[
sur lui-méme. Elle admet une bijection réciproque la fonction
racine.
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Bijection. Fonction réciproque

Propriété

Soit f une bijection d'un intervalle I sur un intervalle J. Soit Cs sa
courbe représentative.

Soit g la fonction réciproque de f et C, sa courbe représentative.
Alors Cy et C, sont symétriques par rapport a la droite d’équation
y=ux.
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Bijection. Fonction réciproque

Propriété

Soit f une bijection d'un intervalle I sur un intervalle J. Soit Cs sa
courbe représentative.

Soit g la fonction réciproque de f et C, sa courbe représentative.
Alors Cy et C, sont symétriques par rapport a la droite d’équation

y=uc.

Preuve

M(x;y) eCyrssiy= f(x)ssiz=g(y) ssi N(y; x) € Cy.

M(x; y) et N(y; x) sont symétriques par rapport a la droite A
d'équation y = x : en effet leur milieu appartient a cette droite et

| A\

la droite (MN) a pour coefficient directeur : YT 1, ce qui
rT—Y
signifie qu'elle est perpendiculaire a la droite A.CJ

\




Vers une nouvelle fonction
oooo0e

Bijection. Fonction réciproque
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Une nouvelle fonction

Plan du cours

@ Vers une nouvelle fonction

1.2 Une nouvelle fonction
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Une nouvelle fonction

La fonction exp : t — el est

définie, continue, strictement

croissante sur R.

De plus, lim e! =0 et
t——o0

lim et = 4o0.
t——+o00

Donc d’aprés le théoréme de
la bijection, I'image de R par
la fonction exp est |0; +o0[ et
pour tout x dans |0; +o0],
I'équation e! = x, d'inconnue
t, admet une unique solution,
que l'on note Inx. AinsiInx
est le nombre dont
I'exponentielle est x.
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Une nouvelle fonction

La fonction exp : t — el est

définie, continue, strictement

croissante sur R.

De plus, lim ef =0 et
t——o00

lim et = 4o00.
t—+o0

Donc d’aprés le théoréme de
la bijection, I'image de R par
la fonction exp est |0 ; +oo[ et
pour tout x dans |0; +o0],
I'équation e! = x, d'inconnue
t, admet une unique solution,
que l'on note Inx. AinsiInx
est le nombre dont
I'exponentielle est x.
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Une nouvelle fonction

La fonction exp : t — el est

définie, continue, strictement

croissante sur R.

De plus, lim ef =0 et
t——o00

lim et = 4o00.
t—+o0

Donc d’aprés le théoréme de
la bijection, I'image de R par
la fonction exp est |0 ; +oo[ et
pour tout x dans |0; +o0],
I'équation e! = x, d'inconnue
t, admet une unique solution,

que l'on note Inx. Ainsilnz John Napier (1550-1617)

e,st le nom{;re dont (dit Néper en France)
I'exponentielle est x.
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Une nouvelle fonction

Définition

La fonction logarithme népérien est la fonction qui a tout x de
10; 4+00], associe le réel Inxz dont I'exponentielle est x.
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Une nouvelle fonction

La fonction logarithme népérien est la fonction qui a tout x de
10; +o0], associe le réel Inx dont I'exponentielle est .

Conséquences

| A\

(i) Pour tout x >0 : e* = x
(ii) Pour tout z € R : Ine® =z
(iii) In1 =0

(iv)Ilne =1
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Une nouvelle fonction

La fonction logarithme népérien est la fonction qui a tout x de
10; +o0], associe le réel Inx dont I'exponentielle est .

Conséquences

| A\

(i) Pour tout x >0 : e* = x
(ii) Pour tout z € R : Ine® =z
(iii) In1 =0

(iv)Ilne =1

| \

Preuve

(i) découle de la définition

(ii) Ine” est le seul réel dont I'exponentielle est e®, c'est a dire x.
(i) In1 =1ne’ =0

(iv)lne =Inel = 10

A
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Une nouvelle fonction

Théoréme

Soit x > 0 ety € R.
y = Inx équivaut 3 x = €Y
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Une nouvelle fonction

Théoréme

Soit x > 0 ety € R.
y = Inx équivaut 3 x = €Y

Siy=Inx alors eV = e®* = ¢

Sie¥ = x alors comme x > 0, IneY = Inx ou encore y = In z[]
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Une nouvelle fonction

Théoréme

Pour tous réelsa >0 etb >0, ona:lnab=1Ina-+1Inb
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Une nouvelle fonction

Théoréme

Pour tous réelsa >0 etb >0, ona:lnab=1Ina-+1Inb

La fonction exp est continue et strictement croissante de R sur

105 4-o00].

De plus a > 0, il existe donc d’aprés le théoréme de la bijection, un
unique réel x tel que e* = a. Ce qui équivaut 3 x = Ina

De méme b > 0, il existe donc d'aprés le théoréme de la bijection,
un unique réel y tel que ¢V = b. Ce qui équivaut 3 y = Inb
Ona:lnab=Ie%Y =lne*™ =z +y=1Ina+Inbd
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Une nouvelle fonction

Propriétés

Pour tous réelsa >0 et b >0, on a : In <—> = —Inb et

In (%) =Ina — Inb
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Une nouvelle fonction

Pour tous réelsa >0 et b >0, on a : In (%) = —Inb et

In (g> =Ina — Inb

Preuve

O0=Inl=1In (% X b) =In (%) +1Inb. D'ou In (%) = —Inb.
a 1 1
In (Z) =In (a X E) =Ina+1In (5) = Ina — In b

S
\
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Une nouvelle fonction

Propriété

Soit n € N. Pour tous réels a; >0 , avecl <i<nona:

In (H ai> => Ing;
i=1

i=1
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Une nouvelle fonction

n n
On note P, la proposition In <H ai> = > Ilna;
i=1 =1

1=

n n
Pourn =1, In <H a¢> =Ina; et Y Ina; =Inay, donc P; est

i=1 i=1

vraie.
n n

Pourn =2, In <H ai> =1Ina; +Inay = ) Ina; d'aprés le
i=1 i=1

théoréme ci-dessus, donc P est vrale.
On suppose que P, est vraie.
Montrons que P,,11 est encore vraie. On a :
n+1 n n
In < II al-) =1In (H ai> +lnayr1 = > Ina;+Inayg =

=1 =1 =1
n+1

> Ina,.

i=1 )

Donc P41 est vraie.

Et donc pour tout n € N*, P,, est vraie.[]
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Une nouvelle fonction

Propriété

Pour tout réel a > 0 et tout entier n € Z, on a : In(a") =nlna
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Une nouvelle fonction

Propriété

Pour tout réel a > 0 et tout entier n € Z, on a : In(a") =nlna

Preuve

Soit n € N*, on a en posant a; = a pour1 <i<n:

n n

Ina™ =In (H ai> =Y Ina; =nlna.
i=1 i=1

Soit n € Z\N. On pose n’ = —n. n’ > 0.

Ina® =lna™ =1In — =—Ina" = —n'lna=nlna
a
Ona:Sin=0,ona:lna"=Inl=0etnlna=0doule

résultat.
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Une nouvelle fonction

Propriété

1
Pour tout réel a >0, on a : In(y/a) = Elna.
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Une nouvelle fonction

1
Pour tout réel a >0, on a : In(y/a) = 5 Ina.

y

Preuve

Poura >0, Ina = In (v/a)® = 2Inv/a, d'oi I'égalité.
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Etude de la fonction logarithme népérien

Théoréme

La courbe de la fonction logarithme népérien est symétrique par
rapport a la droite d'équation y = x a celle de I'exponentielle.




Etude de la fonction logarithme népérien

Théoréme

La courbe de la fonction logarithme népérien est symétrique par
rapport a la droite d'équation y = x a celle de I'exponentielle.

f=e”




Etude de la fonction logarithme népérien

Théoréme

La courbe de la fonction logarithme népérien est symétrique par
rapport a la droite d'équation y = x a celle de I'exponentielle.

o {
f=e”

s

10=ing)

On applique les résultats du paragraphe 1.1.0]
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Théoréme

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
10; +ool.




Etude de la fonction logarithme népérien

Théoréme

La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur
10; +ool.

Soit 0 < u < w. Onadonc:0< e < e et donc comme la
fonction exponentielle est strictement croissante on a : Inu < Inv
et donc la fonction logarithme népérien est strictement croissante
sur ]0; 4+o0[.0




Etude de la fonction logarithme népérien

Conséquences

Soit a et b deux réels strictement positifs. On a :
Ina=Inbssia="5b;

Ina <Inbssia<b;

Ina>0ssia>1;

Ina<0ssi0<a<l.




Etude de la fonction logarithme népérien

Conséquences

Soit a et b deux réels strictement positifs. On a :
Ina=Inbssia="5b;

Ina <Inbssia<b;

Ina>0ssia>1;

Ina<0ssi0<a<l.

Preuve

| A

Cela découle directement de la stricte croissance du logarithme
népérien.[]
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Propriété

lim Inx = 4+o0 et hm Inz = -0
Tr——+00




Etude de la fonction logarithme népérien

Propriété

lim Inx = 4+o0 et hm Inz = -0
Tr——+00

Preuve

Soit A>0. Ona:lnx > A qui équivaut 3 x > e”. En posant
B =e4, on a donc pour z > B, Inz > A. Ceci est valable pour A
aussi grand que voulu, donc lim Inxz = +o0.

T—+00

1 1
Pour x > 0, on pose X = —. AlorsInz = In (Y) =—-InX.
az

Comme lorsque x tend vers 0, X tend vers +00, on a :

Iimlnz= lim —InX = —oold
z—0 X—+oo
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Propriété

La fonction In est continue sur R .
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Propriété

La fonction In est continue sur R .

(i) Montrons que la fonction In est continue sur R .




Etude de la fonction logarithme népérien

Propriété

La fonction In est continue sur R .

(i) Montrons que la fonction In est continue sur R .

Pour cela, on utilise le lemme suivant :

Pour tout x >0, Inx <z —1
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Supposons que pour x >0, Inx >z — 1.

Par stricte croissance de I'exponentielle on aurait : = > e*~!
et en posantt =x — 1, on aurait : t +1 > et

On pose f(t) = et —t — 1. f est dérivable sur R et I'on a :
F(t)=et 1

ff)>0se>1st>0,dou:
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Supposons que pour x >0, Inx >z — 1.

Par stricte croissance de I'exponentielle on aurait : = > e*~!
et en posantt =x — 1, on aurait : t +1 > et

On pose f(t) = et —t — 1. f est dérivable sur R et I'on a :
F(t)=et 1

ff)>0se>1st>0,dou:

Signe de f'(t) - +

Variationsde f - \\ /




Etude de la fonction logarithme népérien

Supposons que pour x >0, Inx >z — 1.

Par stricte croissance de I'exponentielle on aurait : = > e*~!
et en posantt =x — 1, on aurait : t +1 > et

On pose f(t) = et —t — 1. f est dérivable sur R et I'on a :
F(t)=et 1

ff)>0se>1st>0,dou:

Signe de f'(t) - +

Variationsde f - \\ /

Dot pour toutt € R, ona: el >t+1.
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Supposons que pour x >0, Inx >z — 1.

Par stricte croissance de I'exponentielle on aurait : = > e*~!
et en posantt =x — 1, on aurait : t +1 > et

On pose f(t) = et —t — 1. f est dérivable sur R et I'on a :
F(t)=et 1

ff)>0se>1st>0,dou:

Signe de f'(t) - +
T

oo +
Variationsde f \\ /
1]

o0

Dot pour toutt € R, ona: el >t+1.
Par suite, on obtient une contradiction et donc on a bien le résultat
annoncé dans le lemme.
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On adoncpourxr>1,0<Inzx <x—1, et donc d'aprés le

théoréme des ‘gendarmes” ona  lim Inx =0.
z—1

z>1
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On adoncpourxr>1,0<Inzx <x—1, et donc d'aprés le

théoréme des ‘gendarmes” ona  lim Inx =0.
z—1

z>1
Pour0<x <1,ona:Inz <0 ouencore —Inz >0 c'est a dire
1
In <> > 0.
x
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On adoncpourxr>1,0<Inzx <x—1, et donc d'aprés le
théoréme des ‘gendarmes” ona  lim Inx =0.

r—1
z>1
Pour0<x <1,ona:Inz <0 ouencore —Inz >0 c'est a dire
1
In{ - >0.
x
A 1 1 .
Or d’aprés le lemme 0 <In [ — | < — — 1, soit encore
z T

1
1— — <Inz <0 d'ou daprés le théoréeme des “gendarmes”, on a :
z
lim Inz =0.
r—1
r<l1
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On adoncpourxr>1,0<Inzx <x—1, et donc d'aprés le
théoréme des ‘gendarmes” ona  lim Inx =0.

r—1
z>1
Pour0<x <1,ona:Inz <0 ouencore —Inz >0 c'est a dire
1
In{— | >0.
x

1 1
Or d’aprés le lemme 0 < In <> < — — 1, soit encore
i 7

1-— l <Inz <0 d'oo d'aprés le théoréme des ‘gendarmes”, on a :
liI:IEl Inz = 0.
z—1
<1
Limite 3 gauche et 3 droite de 1 étant égales, In admet 0 comme
limite en 1, et In1 = 0 d’od la continuité de In en 1.
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Soit a > 0. Soit h tel que a + h > 0.
h h
Ona: 1n(a+h):lna<1+a> :lna+ln<1—i—a>
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Soit a > 0. Soit h tel que a + h > 0.
h h
Ona: 1n(a+h):lna<1+a> :lna+ln<1—i—a>

. . h
Or comme In est continue en 1, on a : }le In{l+—)=0et
— a

donc }llin%) In(a 4+ h) = Ina et donc In est continue en a.
—>
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Soit a > 0. Soit h tel que a + h > 0.
h h
Ona: 1n(a+h):lna<1+a> :lna+ln<1—i—a>

. . h
Or comme In est continue en 1, on a : }le In{l+—)=0et
— a

donc }llin%) In(a 4+ h) = Ina et donc In est continue en a.
—>

La fonction In est continue sur R* .[J
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Propriété

ro 1
La fonction In est dérivable sur R et (Inz) = -
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Propriété

ro 1
La fonction In est dérivable sur R* et (Inz) = —.

| |
\

Preuve

Soit a € RY.. Soit z € RY..
On pose y =Inx et b =Ina. Comme la fonction In est continue
surR* ,ona: limlnx =lna=1"»

Tr—a
(@) Inz —Ina y—2>b 1
(@) = = = :
T—a e¥—eb ¥ _gb
y—2>b
. . ey —eb
Or la fonction exp est dérivable sur R, donc lim =eb
y—b Yy — b
o~ o I8 —b —Ina 1
Dod: lim7(z)=e"=e¢ =

T—a a

|
Donc la fonction In est dérivable sur R et (Inz) = —.
b

A
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Tableau de variation :

Signe de In'(x) + 1 +

Variationsde ln ,,,/ 0 ,..-""'
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Tableau de variation :

0 1 + o

Signe de In'(x) + 1 +

9]

+
Variationsde ln ,,,/ 0 ,..-""'
0o

Représentation graphique : Voir le début de paragraphe




Etude de la fonction logarithme népérien

Tableau de variation :

0 1 +oo
Signe de In'(x) + 1 -
+ra
Variationsde In ‘,,.-f"/ 0 ,..-"’"
—oa

Propriété
Soit w une fonction dérivable sur un intervalle I et a valeurs

strictement positives.

Alors la fonction In ou est dérivable sur I et (In ou)l (x) =




Etude de la fonction logarithme népérien

Tableau de variation :

Signe de In'(x) + 1 -

9]

+
Variationsde In ‘_.,/ 0 ,..-"""
0o

Représentation graphique : Voir le début de paragraphe

Propriété

Soit w une fonction dérivable sur un intervalle I et a valeurs
strictement positives.

Alors la fonction In ou est dérivable sur I et (In ou)l (x) =

On applique le théoréme sur la dérivation des fonctions composées. I
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1
() lim —— =0

r—+00 I
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Inz
3 I BE
(ii) ilg%xlnwz()
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Propriété
Inz
3 I BE
(ii) ilg%xinw =0
ne

(i
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Propriété
Inx

(i) lim — =0

r—+oo I
(if) lim xlnz =0
z—0

Inz

0 iy =3
... In(l+4+=z
() i P

=1
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(i) On pose X =Inx, d'ot : x = eX.
Ona: lim X = 4oo.

T—>—400
lnz X ) eX ) X ,
— = Or lim — =400, donc: lim —~ =0. D'oud le
T e X—+o00 X—>+o0 €

résultat.
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(i) On pose X =Inx, d'ot : x = eX.
Ona: lim X = 4oo.
r—+00
Inz X . e . "o
— = X Oer—lg—Ii-looy = 400, donc : Xl_lg:@()e—x =0. Do le
résultat. |
(ii) On pose X = — . Ona: lim X =+oc0. Ona :
X z—0

| 1 | 1 —InX

zlnz==In(=|= .
X X X

N o InX S

D’apres (i), on a : X1—1>I-I|—1007 =0, d'ou (ii).
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(iii) f : = — Inz est définie et dérivable sur R, et donc en

particulier en 1.
f@)—f(1)  Inz

Donc le taux d’accroissement en 1, 1 = 1 admet
T — T —
une limite en 1, correspondant au nombre dérivé en 1.
Inz

LR _/ _
DOU.ilLHI 1—f(1)—1
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(iii) f : = — Inz est définie et dérivable sur R, et donc en

particulier en 1.
f@)—f(1)  Inz

Donc le taux d’accroissement en 1, 1 = 1 admet
T — T —
une limite en 1, correspondant au nombre dérivé en 1.
Inz
D’ou :lim =f(1)=1
lim — (1)

(iv) On pose X =1+x. Ona: lim X = 1.
z—0

In(1 In X
. n(1 + ) = Xn ] et donc en utilisant (iii), on a (iv).0]
- _

On a
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Propriété

Approximation affine au voisinage de 0 de h +— In(1 + h) :
Pour h voisin de 0, on a : In(1+ h) = h + he(h) avec fllirr(l) e(h) = 0.
—




Etude de la fonction logarithme népérien

Approximation affine au voisinage de 0 de h +— In(1 + h) :

Pour h voisin de 0, on a : In(1+4h) = h+ he(h) avec }llin%) e(h) = 0.
—

| A\

Preuve
In(1+h
Pour h # 0, on pose e(h) = % — 1. Comme
lim In(l +4) =1, 0na: lime(h)=0.
h—0 h—0

D’od pour h proche de 0, In(1 + h) = h + he(h) avec
lim ¢(h) = 0.0
h—0
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Définition

La fonction logarithme décimal est la fonction qui a tout x de
Inx

; je le réel 1 =—
105 +o0], associe le réel log x 10
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La fonction logarithme décimal est la fonction qui a tout = de
Inx

; e le réel 1 = —
105 +o0], associe le réel log x 10

Remarque
logl =0 etlogl0 =1

Théoréme

Pour tous réelsa >0 et b > 0, on a : logab = loga + logb

In ab _ Ina+1nbd
In10 In10

I

On a : logab = = log a + log b[]
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Propriété

Pour tous réels a > 0 et b > 0, on a : log <—) = —loghb et

log (%) = loga — logb
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1
Pour tous réels a > 0 et b > 0, on a : log (—) = —loghb et

b
log (2) = loga — logb

Preuve

| 0‘
N

(1
oo (LY _ —\b) _—Ind
%6 5)~ mio

— = —1
In10 ogb
a
111(—)
ay b _lna—lnb_ _
log(b)_ mi0 ~  mio o~ logtl |
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Propriété

Pour tout réel a > 0 et tout entier n € Z, on a : log(a") = nloga
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Propriété

Pour tout réel a > 0 et tout entier n € Z, on a : log(a") = nloga

In(a”) nlna

log(a™) = - = nlogall
°8(a") = 170 = Ta0 1084
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Propriété

Pour tout réel a > 0 et tout entier n € Z, on a : log(a") = nloga

In(a”) nlna
og(a”) In 10 mio %

Conséquence

Pour tout entier n € Z, on a : log(10™) =n
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Propriété

Pour tout réel a > 0 et tout entier n € Z, on a : log(a") = nloga

Preuve

In(a”) nlna
og(a”) In 10 mio %

Conséquence

Pour tout entier n € Z, on a : log(10™) =n

log(10™) = nlog 10 = nJ
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Application : Papier semi-logarithmique pour la représentation de
phénoménes variant sur de nombreuses puissances de 10.
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Application : Papier semi-logarithmique pour la représentation de
phénoménes variant sur de nombreuses puissances de 10.

Sur ce type de papier :

- I'échelle sur I'axe des abscisses est |'échelle linéaire habituelle.

- I'échelle sur I'axe des ordonnées est |'échelle logarithmique c'est a
dire qu'a chaque valeur y on fait correspondre son logarithme
décimal logy. Ce qui explique par exemple que I'écart entre 20 et
30 en ordonnée est le méme qu'entre 2 et 3 puisque :

log(30) — log(20) = log(30/20) = log(3/2) = log 3 — log 2.
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