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CHAPITRE 02 COMPLEMENTS SUR LES FONCTIONS :
LIMITES DE FONCTIONS. CONTINUITE. DERIVATION

1 Limites

1.1 Définitions
1.1.1 En Pinfini

1.1.1.1 Limite infinie en Pinfini
Exemple introductif : On considére la fonction : f : x — z°.

2

On a f (10) = 100, f(100) = 10000, f(1000) = 10°...
Autrement dit les valeurs de f(z) sont de plus en plus grandes lorsque x croit ; on peut rendre f(z) aussi grand que l'on
veut & condition de prendre x suffisamment grand.

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type
[a ;4+00]. On dit que f admet pour limite +00 en +oo si pour tout
nombre fixé & 'avance et aussi grand que l'on veut, f (z) est supé-
rieure & ce nombre dés que x est suffisamment grand.

Autrement dit, pour tout réel A, il existe xy tel que pour tout
x>xg,0na: f(z) > A

On note alors : lim f(z) = +oco .
Tr— 400

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite +oo quand x tend vers
+o0o x> a2 pour n € N* z— /x

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type
[a ; +oo[. Par définition : lim f(z) = —cosi lim —f(x) =400
Tr— 400 Tr—+00

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite +oo quand x tend vers
+00 : &+ —x" pour n € N* z — —\/x

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type
] — 00; al. On dit que f admet pour limite +00 en —oo si pour
tout nombre fixé a Pavance et aussi grand que l'on veut, f (x) est
supérieure & ce nombre dés que x est suffisamment négativement
grand.

Autrement dit, pour tout réel A, il existe xg tel que pour tout
x < xp,ona: f(xr) > A

On note alors : lim f(z) = +oo .
T——00

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite 400 quand z tend vers
-00 : x > 22" pour n € N*,

lim f(z) =400
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Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type A
] — o0 a]. Par définition : mgriloof(x) = —oo si mEIEloc —f(x) =400 ¥ % 7 >
| | i
. . - | -
Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite -oo quand z tend vers P
-00 : x = 22"+ pour n € N*. .y
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f be
.--"-.-f/-r

1.1.1.2 Limite finie en linfini 1
Exemple introductif : On considére la fonction : f :x +— —.
On a f (10) =0,1, f(100) = 0,01, £(1000) = 0,001...
Autrement dit les valeurs de f(x) sont de plus en plus petites lorsque z croit ; on peut rendre f(x) aussi proche de 0 que
l’on veut & condition de prendre des valeurs de x suffisamment grandes.

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type
[a ;+oo[. On dit que f admet pour limite 0 en 400 si pour tout
nombre fixé a avance et aussi petit que l'on veut, |f (z)| est infé-
rieure & ce nombre dés que x est suffisamment grand.

Autrement dit, pour tout réel e, il existe x tel que pour tout z > xq,
ona: |f(x) <e

On note alors : ;I;ETOC flz)=0.

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite 0 quand z tend vers +o00 :

1
x +— — pour n € N*.
xn

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type _
[a JrOO[ On dit que f admet pour limite [ en +oo si f(.”L') — 1l a "ll:-': _—-‘t*d—ﬁhwd—-_
pour limite 0 en 400 E '
On note alors : lim f(z)=1. -
T—+00 !
. . o . - h-
Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite [ quand x tend vers +oo : i X X

1
r+— — + 1 pour n € N*.
x'l’L

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type | —
oo ; a]. On dit que f admet pour limite 0 en —oo si pour tout nombre
fixé a Iavance et aussi petit que l'on veut, |f (x)| est inférieure a ce
nombre dés que x est suffisamment négativement grand. e ———
Autrement dit, pour tout réel e, il existe x( tel que pour tout = < xg,
ona:|f(x) <e

On note alors : lim f(x)=0.

Tr—r— 00

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite 0 quand x tend vers -co :

1
x +— — pour n € N*.
x’l’L



Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type — f\é
. o . R et I N
] — 005 a]. On dit que f admet pour limite [ en —oco si f(z) — 1 a S e e R
pour limite 0 en —oco i '
On note alors : lim f(x)=1. ! ! 7
H - "
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Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite [ quand x tend vers -co :

1
T+ — + [ pour n € N*.
xn

1.1.2 Limite en a

1.1.2.1 Limite infinie en «
Remarque : On ne se pose la question que dans le cas ou la fonction n’est pas définie en a. Autrement dit a est une borne

du domaine de définition de la fonction. On se place alors toujours du méme coté.

Exemple introductif : On considére la fonction : f :x — eyt

On a f (2,1) =10, f(2,01) = 100, f(2,001) = 1000...

Autrement dit les valeurs de f(z) sont de plus en plus grandes lorsque z se rapproche de 2 par valeurs supérieures a 2;
on peut rendre f(x) aussi grand que 'on veut a condition de prendre des valeurs de x suffisamment proches de 2 par valeurs
supérieures.

Ona f (1,9) = —10, f(1,99) = —100, f(1,999) = —1000...

Autrement dit les valeurs de f(x) sont de plus en plus négativement grandes lorsque x se rapproche de 2 par valeurs infé-
rieures & 2; on peut rendre f(x) aussi négativement grand que I'on veut a condition de prendre des valeurs de z suffisamment
proches de 2 par valeurs inférieures.

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type fcjs
Ja; b]. On dit que f admet pour limite 400 (respectivement —oo) .
en a par valeurs supérieures si pour tout nombre fixé a ’avance |
et aussi grand (respectivement négativement grand) que 'on veut,
f (x) est supérieure (respectivement inférieure) a ce nombre dés que| | ] I
x est suffisamment proche de a par valeur supérieure. Jtx)
On note alors lim  f(z) = +oo (respectivement b
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Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type
[b; ;al. On dit que f admet pour limite 400 (respectivement —oo)
en a par valeurs inférieures si pour tout nombre fixé & I'avance
et aussi grand (respectivement négativement grand) que 'on veut,
f (x) est supérieure (respectivement inférieure) a ce nombre dés que
x est suffisamment proche de a par valeur inférieure.

lim  f(z) =400
r—a

r<a
Illustration & faire ...
lim  f(z) = —o0
T —a
r<a

Tlustration a faire ...

On note alors lim  f(z) = +oo (respectivement
T —a
r<a
lim  f(z) = —0)
T —a
z<a
. 1
Exemple : lim =—00
— -3 *-3
T <3

1.1.2.2 Limite finie en a
Remarque : On ne se pose la question que dans les cas suivants pour une fonction f et un réel a :
— soit f n’est pas définie en a mais ou a est une borne du domaine de définition de f. On se place alors toujours du méme
coté de a.
— soit f est définie en a.
. . . . ?+r—6 .
Exemple introductif : On considére la fonction : f : z +— Q5 définie sur R\2
f(1,9) =4,9 f(1,99) = 4,99 f(1,999) = 4,999
Il semble donc que  lim  f(z) =5.
z—2
<2
f(2,1)=5,1 f(2,01) = 5,01 £(2,001) = 5,001
Il semble donc que  lim  f(z) =5.
r—2
x>2

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type ]b; ; ¢[. Soit @ un élément de ]b; ¢[, éventuellement
I'une de ses bornes (dans ce cas on précisera si 'on tend par valeurs supérieures ou inférieures).

On dit que f admet pour limite 0 en a (éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures) si pour tout
nombre fixé a Pavance et aussi petit que 'on veut, |f ()| est inférieure & ce nombre dés que z est suffisamment
proche de a tout en restant dans |b; ;[ .

On note alors il_r)r}l f(z) =0 (éventuellement  lim  f(z)=0ou lim  f(x)=0)

T —a T —a
r<a x>a
Exemple : lim (z+1)2=0, lim Ve+2=0
— a1
T — =2
x> -2

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du type |b; ; ¢[. Soit a un élément de |b; [, éventuellement
l'une de ses bornes (dans ce cas on précisera si ’on tend par valeurs supérieures ou inférieures).

On dit que f admet pour limite [ en a (éventuellement par valeurs inférieures ou supérieures) si f(x) — [ admet
pour limite 0 en a.

On note alors :lim f(z) =1 (éventuellement lim  f(z)=lou lim  f(z)=1)
e T —a T —a
r<a T >a

Exemple : lim (z + 1) =2, lim2 Ve +2=2.
_— z—

li
r—1
1.1.3 Asymptotes

Asymptote verticale : La droite d’équation = = k est asymptote verticale a la courbe d’une fonction f, si f n’est pas
définie en k et si f admet une limite infinie en k (par valeurs supérieures ou inférieures)

Exemple : x +— admet une asymptote verticale d’équation = = 3.
—_— T



Asymptote oblique (hors programme) : La droite d’équation y = ax + b est asymptote verticale a la courbe en +o0o (resp
—00) d’une fonction f définie sur un intervalle du type [c; +oo[ (resp. | — 00; ¢]), si f(x) — (ax + b) admet une limite nulle
en +oo (resp —o0).

Exemple : x — 2z — 5+

admet une asymptote oblique d’équation y = 2x — 5 en +00 et en —oo.

T —
Asymptote horizontale : La droite d’équation y = b est asymptote verticale & la courbe en +oo (resp —oo) d’une fonction
f définie sur un intervalle du type [c; +oo[ (resp. | — 00 ; ¢]), si f admet pour limite b en 400 (resp —o0).

1.2 Opérations sur les limites
1.2.1 Somme de fonctions

Soit f et g deux fonctions.
On désigne par « un nombre réel a, +00 ou —oo.
Soit I et I’ deux nombres réels.

(T 70 | i g(e) [ Tm () + 9(e) |
l U I+
l 400 400
+0oo +0oo +00o
—00 —00 —00
400 —00 Forme indéterminée

1.2.2 Produit de fonctions

Soit f et g deux fonctions.
On désigne par o un nombre réel a, +00 ou —oc.
Soit [ et I’ deux nombres réels.

lim f(z) \ lim g(z) \ lim (f(x) x g(z)) \

l U u

[#0 +o0 sgn(l)oo

[#0 —00 sgn(—1)oo

+0oo +0oo +o0o

“+00 —00 —00

—00 —00 +00
0 +o0 Forme indéterminée

Exemple des fonctions polynomes :On considére f(z) = 722 +4x + 3 et g(x) = 5z — 32 + 4. Déterminer la limite en +oo
de fetg
La limite en 400 de f ne pose pas de probléme, on a : liIJ'l:l f(z) = +o0.
Tr—r+00

2

Pour g on est face a une forme indéterminée. Pour lever lindétermination, on factorise par z* et on a : g(z) =

3 4 3 4
x? <5 - —+ 2). D’ou comme : lim 2? =+4ocoet lim 5— =+ — =5ona: lim g(x)=+oo.
x x T—+00 T—>+400 x x T—+00

De maniére générale, on retiendra le résultat suivant :

Théoréme (admis) : La limite en 400 (ou en —oo0) d’un polyndme est celle de son terme de plus haut degré.

Remarque : Il faut cependant savoir factoriser dés que besoin... par exemple pour déterminer la limite en 400 de f définie
par: f(z) =22/ — 2 +7

1.2.3 Inverse de fonctions

Soit f une fonction.
On désigne par o un nombre réel a, +00 ou —oc.
Soit [ un nombre réel.

1
li li —
dw f(@) dm, ( f(x))
T
l#0 7
0 Forme indéterminée
0 par valeurs supérieures 400
0 par valeurs inférieures —00
+o00 0




1.2.4 Quotient de fonctions

Soit f et g deux fonctions.

f

1 1
Pour déterminer la limite de i, on écrit = = f x —. On détermine alors la limite de f et de —, ce qui permet d’en déduire
g g g g

la limite de i
g

322422+ 3
Exemple des fonctions rationnelles :On considére f(z) = ﬁ la ou elle existe. Déterminer la limite en +oo de
x x
f.
A priori, on est face 4 une forme indéterminée... pour lever I'indétermination on factorise numérateur et dénominateur :
2 3 2 3
2 3 = el
x<+x+x2> S+o+ 3 _ 2 3 , _ 4
f(z) = = et donc comme lim 34+ —-+4+— =3, lim z=4ocet lim 5+ — +
4 2 4 2 T—+00 z  x2 z—+oo T——+o00 2
1173 5+72+73 X 5+72+73
x x x x
i 5,ona: xgﬂr_loof(x) =0.
De maniére générale, on retiendra le résultat suivant :
Théoréme (admis) : La limite en +0o (ou en —co) d’une fonction rationnelle est celle du quotient de ses termes
de plus haut degré.
) . . 32 3
Sur lexemple : IETOC f(z) = xll)l:r_loo P8 =LA = 0.
Remarque : Il faut cependant savoir factoriser dés que besoin... par exemple pour déterminer la limite en +oo de f définie
V42
par : f(z) =

r+2

1.2.5 Composition de fonctions

Définition : Soit g une fonction définie sur un intervalle I a valeurs dans un intervalle J. Soit H une valeur
définie sur 'intervalle J. On appelle fonction composée de g suivie de h la fonctionf définie pour tout x € I par
f(z) = h(g(x)). On note f = hog.

Théoréme (admis) : Soit «, S et v trois quantités désignant soit un réel, soit +o0o, soit —oo.
Si lim g(z) = B et si lim h(z) =, alors lim (hog) (z) =1
T z—f3 T

Idée de preuve :Comme lim g(x) = S, lorsque = tend vers «, g(x) se rapproche de 3.

- T—

En posant X = g(x), cela signifie que X se rapproche de (.

Comme lir% h(z) =+, et lorsque z se rapproche de 3, h(x) se rapproche de 7. Donc (h o g) () = h(X) qui se rapproche
r—r

de v et donc : lim (hog)(z) =1.
Tr—«

2
Exemple : On considére : f(x) = 4/ x—:rl?)' Etudier la limite de f en +oo0.
—_— x

2x+ 3

e
z+1
Ona: lim g(x)=2et 1im2 h(z) = V2, d’ou : Em (hog)(z) =2

r— x

Tr—r+00 —+o0

On pose g(z) =

1.3 Limites et ordre

1.3.1 Théoréme d’encadrement

Théoréme des « gendarmes » : On désigne par o un nombre réel a, +0o0 ou —oo.
Soit f, g et h trois fonctions vérifiant pour « = voisin de a» : g(z) < f(z) < h(x).
Si de plus lim g(x) =1 et lim h(z) =1, alors : lim f(x) =1.

o T T

Remarque : « x voisin de « » signifie si @« = a, « = proche de a », si @ = +00 « x suffisamment grand » et si « = —c0 « x
suffisamment négativement grand »

Preuve : Par exemple pour a = +00

Soit I un intervalle ouvert centré sur [.

Comme zgrfoo g(x) =1 il existe A, tel que pour x > A, on a g(z) € I .

Comme 1irJ£1 h(z) =1, il existe B, tel que pour x > B, on a h(z) € I .
T—r+00

Il existe C tel que pour z > C, on a: g(z) < f(z) < h(x).
Soit D = max(A, B,C). Pour z > D, on a: f(z) € I et donc Em flz)=1.

+oo



sinx

Exemple : On consideére : f(x) = . Etudier la limite de f en +oc.
—_— x
1 sinx 1

—1<sinz<1,doupourz>0: —— < < —.

) x x x,

sinx
Or: lim —=0et lim —— =0,dou: lim =0.
r—+400 I r—+o0 X r——+o0 x

Corollaire : On désigne par o un nombre réel a, +0o0 ou —oo et [ un réel.

Si pour « x voisin de a », on a : |f(x) — 1] < g(x) et si lim g(x) =0, alors : lim f(z) =1.
r—« T—x

Preuve : |f(z) — | < g(x) équivaut a I — g(z) < f(z) < I+ g(x). Or comme lim g(z) =0, ona: im!—g(z) =1 et
T—a

Tr—x

lim ! + g(z) = I. Donc d’apreés le théoréme des « gendarmes », on a lim f(z) = 1.
T—Q r—«

1.3.2 Théorémes de comparaison

Théoréme : On désigne par a un nombre réel a, +00 ou —oo.
Soit f et g deux fonctions vérifiant pour « x voisin de a » : f(x) < g(x).
Si lim f(z) =1et lim g(z) =1, alors I <V

r—«

r—a

Preuve : Par exemple pour oo = +o0.
Raisonnons par ’absurde.
On suppose que [ > I'.
_q
On pose r = —— (faire un schéma pour expliquer le choix)
Comme 1irl1 f(x) =1, il existe A tel que pour x > A ,ona: f(z) €l —r;i+7r|.
r—r 400
Comme 11111 g(xz) =1, il existe B tel que pour z > B ,ona: g(x) €]l' —r; ' +r[.
Il existe C tel que pour z > C, on a : f(x) < g(x).
On note D = max(A4, B, C)
On a pour z > D, g(z) <l'+r <l—r < f(x), ce qui contredit le fait que f(z) < g(x).
On adoncl <.

Théoréme : On désigne par a un nombre réel a, +00 ou —oo.
Soit f et g deux fonctions vérifiant pour « z voisin de a » : f(z) < g(x).
— Si lim f(x) = 400, alors lim g(x) = 4o0.

T—a T

— Si lim g(z) = —oco , alors lim f(z) = —oc.
T T

Preuve : Par exemple pour o = +o0.

Soit B un réel.

Comme wBIJPoof(x) = 400, il existe A tel que pour > A, on a : f(x) > B.

D’autre part, il existe un réel C, tel que pour z > C, on a : f(x) < g(z).

Soit D = max(A,C). Pour x > D,ona: B < f(x) < g(z) .

En résumé, pour tout réel B, il existe D tel que pour > D, on a : g(x) > B.

Donc mkrfoog(x) = +o00.

Preuve analogue pour le deuxiéme point

Exemple 1 :Déterminer la limite en +o0o de f(x) = 23(2 + sinz)

On a pour tout réel z, sinz > —1, d’ott : 2+ sinz > 1

Pour z > 0, on a donc comme 3 > 0, 23(2 + sinz) > 2% et donc comme lim 2° = +oo,ona: lim f(z)= +occ.
r—+o0 r—+o0

Exemple 2 :Déterminer la limite en +oo de f(x) = va3 + 22.

Pour z > 0,ona: 2%+ 22 >2%et V22 =2. Ona: lim Va2 =+4oo0. Dou: lim f(z)= +ooc.

r——+00 r——+00

2 Continuité

2.1 Continuité en un point

Définition : Soit f une fonction définie sur Dy. Soit I un intervalle inclus dans Dy. Soit a € 1.
On dit que f est continue en a si f admet une limite en a et que cette limite est f(a).

En pratique : f est continue en a se traduit graphiquement par le fait que la courbe de f pour x proche de a est obtenue
sans « lever le crayon ».

Remarque :Si f n’est pas définie en a, f ne peut pas étre continue en a.

Etre défini en a est donc une condition nécessaire pour que f soit continue en a.

Exemple et contre-exemples :




Exemples de fonctions non continues Exemple de fonction continue

Ii"ﬂ_’ . ’z.-'z i) -\.\v/ w.../ z':
‘it __,f

/'~. A ffal ~

Py o / -

r e, L ry
T I a i

fonction non définie en @ limite 4 gauche limite a droite
non égale a fla) nonégale a fla)

2.2 Continuité d’une fonction sur un intervalle

Définition : Soit f une fonction définie sur D¢. Soit I un intervalle inclus dans Dy.
On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.

Propriété : La somme, le produit et la composée de fonctions continues sur un intervalle I inclus dans leur
domaine de définition sont continues sur 1.
Le quotient de deux fonctions continues sur I est continue sur I privé des points ou le quotient n’est pas défini.

Preuve : Utiliser la définition de la continuité et les propriétés sur les limites.

Propriété : Les fonctions polynémes, cosinus et sinus sont continues sur R.

La fonction inverse est continue sur | — oo ; 0[ et sur ]0; +ool.

La fonction racine carrée est continue sur [0; +o0].

Les fonctions rationnelles sont continues sur chacun des domaines ou elles sont définies.

Exemple de la fonction partie entiére :

Définition : La fonction partie entiére, notée F, est la fonction qui a tout réel x associe le plus grand entier
inférieur a x.

Exemples :E(4,3) =4, E(-3,2) = —4, E(11) = 11.

2 .
1 o
-2 -] i j[ i
e
E——+ =2

Propriété :La fonction partie entiére est continue sur tout intervalle [n; n + 1[, ou : n € Z.
La fonction partie entiére est discontinue pour tout n € Z.
Globalement la fonction partie entiére n’est pas continue sur R.

Preuve : Pour z € [n; n+ 1], la fonction partie entiére est constante et vaut n, elle est continue comme fonction constante
(par morceaux).

lim FE(z)=n-—1let lim FE(z)=n.E n’admet pas de limite en n € Z. Donc E n’est pas continue en n.
T —=n T —=n

r<n T>n
Remarque :On a vu qu’étre défini en a était une condition nécessaire pour étre continue en a. Par contre, I’exemple de la
fonction partie entiére nous montre qu’étre défini en a n’est pas une condition suffisante pour étre continue en a.



2.3 Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme (admis) : Soit f une fonction définie et continue sur I. Soit a et b deux éléments de I. Pour tout réel
k compris entre f(a) et f(b), il existe au moins un réel ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

Remarque :Autrement dit chacune des valeurs comprises entre f(a) et f(b) est prise au moins une fois.

b)
k
fla)

il /]
I

T
= =)

Corollaire (dit théoréme de la bijection) : Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle
[a; 0.

Alors pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), 'équation f(x) = k admet une unique solution dans [a; b].

f réalise alors une bijection de [a; b] sur [f(a); f(b)]ou [f(b); f(a)

Preuve : On suppose par exemple que f est strictement croissante sur [a; b].

D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ compris entre a et b tel que f(c) = k.

Soit @ < & < ¢, comme f est strictement croissante sur [a; b], f(z) < f(c) =k

Soit ¢ < & < b, comme f est strictement croissante sur [a; b], k = f(c) < f(x).

Donc ¢ est 'unique réel solution sur [a; b] de f(z) = k.

Remarques :

— Ce corollaire est encore valable sur un intervalle I ouvert ou semi-ouvert, borné ou non.
Dans ce cas f(a) et f(b) deviennent éventuellement E_r}r(ll (), lelg%; fax), wlim f(a:), lim f(z)

Par exemple, si I = [a; +00][ et si hm f(z) = 400, pour tout réel k > f(a), il ex1ste un umque ¢ > a, tel que f(c) =

— Soit I et J deux intervalles de R Une fonction f de I dans J est une bijection de I sur J si :
— tout réel de I admet une image par f dans J;
— tout réel de J admet un unique antécédent dans I.

— Un cas particulier intéressant du corollaire du TVI : Si une fonction continue strictement monotone change de signe
sur un intervalle I, alors elle s’annule exactement une fois sur cet intervalle.
On peut traduire cela différemment : Soit f une fonction continue strictement monotone sur un intervalle [a; b]. Si
f(a)f(b) < 0, alors il existe un unique ¢ € [a; b] tel que f(c) = 0.

Exemple : Chercher le nombre de solutions de z* — 222 + 0,5 = 0

frz—at—22240,5

f est continue sur R comme fonction polynome.

On a: f/(z) = 423 — 4o = 4a(2% — 1)

D’oit le tableau de variation :

—o0 -1 0 1 +oo

Signe de f'{x) - 0 e 0 - 0 +

T ) +00

Variationsde f \"-\ ,/'J \‘\""\ //
-, 3 —0,5

f étant continue sur R et comme f est strictement monotone sur | — co; —1[, | — 1;0[,... et change de signe sur chaque
intervalle, cette équation admet quatre solutions sur R.

Remarque : On convient désormais que dans les tableaux de variations, les fléches obliques représentent la continuité et
la stricte monotonie de la fonction sur 'intervalle considéré. On pourra donc se référer directement au tableau de variation
pour justifier lexistence et 1'unicité d’une solution d’une équation du type f(x) = k.



3 Dérivation

3.1 Nombre dérivé (Rappels de 1S)
3.1.1 Nombre dérivé

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a un élément de I, qui ne soit pas une borne. Si le

fla+h) = fla)

taux d’accroissement - admet une limite finie quand h tend vers 0, alors on dit que f est dérivable

en a. On appelle alors nombre dérivé en a la valeur de la limite de ce taux d’accroissement, que 1'on note f/(a).

b _
Autrement dit, si f est dérivable en a, Ainb M = f'(a).
—

L N . , (a+h)— fla -
Définition :Avec les mémes hypothéses, 'ensemble des nombres a pour lesquels M admet une limite
)

finie quand h tend vers 0, est appelé domaine de dérivabilité de f.

3.1.2 Tangente en un point

Tangente & la courbe de f en a

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle
I et a un élément de I tel que f soit dérivable en a.

On appelle tangente & la courbe représentative de f en
le point d’abscisse a la droite passant par le point de frath)
coordonnées (a, f(a)) et de coefficient directeur f’(a).

Slath)fial

o

fia)

Propriété : La tangente & la courbe représentative de f
en le point d’abscisse a a pour équation y = f(a) +

f'(a)(z — a).

a+th

] ]

3.1.3 Approximation affine

Propriété-Définition :

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, soit a € I .

Si f est dérivable en a, alors il existe une fonction ¢ telle que pour tout réel h tel que a + h € I, on a
fla+h) = f(a) +hf(a) +h(h) et lim ¢(h) = 0.

On dit que f(a) + hf’(a) est approximation affine de f au voisinage de a .

Autrement dit pour z proche de : f(x) = f'(a)(z — a) + f(a)

Preuve : Voir cours de 18S.

3.2 Dérivée et sens de variation (Rappels de 18)

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et soit D le domaine de dérivabilité de f .

Définition : La fonction, notée f’, qui a tout z € D, asso-
cie f'(x), nombre dérivé de f en x, est appelée fonction
dérivée de f sur D .

Théoréme :

Soit un intervalle J inclus dans D.

Si f est croissante sur J, alors pour tout = € J, f'(z) >0
Si f est décroissante sur J, alors pour tout x € J, f'(x) <O0.
Si f est constante sur J, alors pour tout x € J, f/(x) =0

Preuve : Voir cours de 18S.



Théoréme réciproque (admis) (principe de Lagrange) :

Soit un intervalle J inclus dans D.

Sipour z € J, f'(z) = 0, alors f est croissante sur J.

Si pour z € J, f'(x) <0, alors f est décroissante sur J.

Si pour x € J, f'(x) =0, alors f est constante sur J.

De plus, si, pour z € J, f'z) > 0 et que f’ ne s’annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement
croissante sur J.

De plus, si, pour z € J, f'z) < 0 et que f’ ne s’annule qu’en un nombre fini de points, alors f est strictement
décroissante sur J.

Notion d’extremum local :

Définition :
Soit f une fonction définie sur I et soit a € I.
On dit que f(a) est un minimum local (respectivement un maximum local) de la fonction f sur I, lorsque f(a)

est la plus petite (respectivement la plus grande) valeur de f sur un intervalle ouvert contenu dans I et contenant
a.

f admet un extremum local si elle admet un minimum ou un maximum local.

Théoréme :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Soit a € I.
Si f admet un extremum local en a, alors f'(a) = 0.

Attention! La réciproque est fausse! Par exemple : f(z) = 23 et a = 0.

Théoréme réciproque :
Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I. Soit a € I.
Si f’ s’annule en a en changeant de signe, alors f admet un extremum local en a.

Exemple : f(z) =22 et a = 0.

3.3 Calcul de dérivées

3.3.1 Dérivée des fonctions usuelles (Rappels de 1S)

] Fonction f \ Domaine de définition de f \ Fonction dérivée f’ \ Domaine de dérivabilité ‘
flx) =k R f'(x)=0 R
f(z) =2™ oun e N* R f(z) = nan~? R
I N * * _ n *
f(x):x—n,ounGN R f/(.r)——m R
1 *
flz)=Vvz R, f(@) = oG RY

3.3.
3.3.

3.3.

3.3.

2 Opération sur les dérivées

2.1 Dérivée d’une somme (Rappels de 18S)

Propriété :
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J, de fonctions dérivées u’ et v'.
Alors la somme de ces deux fonctions est dérivable sur J et on a : (u +v) =o' + v’

2.2 Dérivée d’une multiplication par un scalaire (Rappels de 1S)

Propriété :
Soit u une fonction dérivable sur un intervalle J, de fonctions dérivées u’ . Soit k un réel.
Alors la fonction ku est dérivable sur J et on a : (ku) = ku’

2.3 Dérivée d’un produit (Rappels de 1S)

Propriété :
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J, de fonctions dérivées u’ et v’.
Alors le produit de ces deux fonctions est dérivable sur J et on a : (uv)’ = u'v +v'u




3.3.2.4 Dérivée de l’inverse d’une fonction, d’un quotient (Rappels de 1S)

Propriété :
Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle J, avec v ne s’annulant pas sur J, de fonctions dérivées v’
et v'.
.. . L 1 v’
Alors 'inverse de la fonction v est dérivableet : | — ) = ——
v v

w\  vwv—vu
Alors le quotient de u par v est dérivable sur J et on a : (7> =—

v v

3.3.2.5 Dérivée de la composée de deux fonctions

Propriété (non exigible) :

Soit v une fonction dérivable sur J, de fonction dérivée v’.

Soit u une fonction dérivable sur I, telle queu(l) C J, de fonction dérivée u'.

Alors la composée v o u est dérivable sur I et on a pour x € I : (vou) (z) = v’ (u(z)) x u'(z)

Cas particuliers importants :

Soit u une fonction dérivable sur I et n un entier naturel non nul.

— Alors u™ est dérivable sur I, et (u") = nu"tu’

1 u’
— Si de plus u ne s’annule pas sur I, alors — est dérivable sur I, et () =-n
un un un,+1

u
— Si u est une fonction strictement positive sur I, alors y/u est dérivable et (\/ﬂ)/ = 2\7
u

— Soit a et b deux réels, alors v(x) = u(ax+b) est dérivable pour tout = tel que az+b € I et v'(z) = axu/(az+b).

3.4 Dérivabilité et continuité

Théoréme :

Soit f une fonction définie sur un domaine D. Soit I un intervalle inclus dans D. Soit a € T
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Si f est dérivable sur I, alors f est continue sur I.

Preuve : Dire que f est dérivable en a, signifie que lim M

z—a Tr—a
£(x) ~ f(a)
Ona: f(z) = f(a)+ (z — a)r(x) -
Comme ilg}la: —a=0cet ;1_13 7(x) = f'(a), on a illg f(x) = f(a) et donc f est continue en a.O]

Attention! La réciproque est fausse.
Par exemple x +— |z| est continue en 0, mais n’est pas dérivable en 0.

= f'(a).

On pose pour z # a : 7(x) =

X.0.B. 2012
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