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@ Intégrale d'une fonction continue positive



On muni le plan d'un repére orthogonal (0 ; 1 ; J)

Soit f une fonction définie,
continue et positive sur un
intervalle I.




On muni le plan d'un repére orthogonal (0 ; 1 ; J)
Définition

Soit f une fonction définie,

continue et positive sur un

intervalle I.

Soit a et b appartenant 3 I,
avec a < b.




On muni le plan d'un repére orthogonal (0 ; 1 ; J)
Définition

Soit f une fonction définie,

continue et positive sur un

intervalle 1.
Soit a et b appartenant 3 I,

avec a < b.

Alors l'intégrale de f entre a Unité daire

et b est I'aire comprise entre J%K

I'axe des abscisses et la >

. a o] | b
courbe, et entre les droites

d'équation v = a et x = b.




On muni le plan d'un repére orthogonal (0 ; 1 ; J)

Définition

Soit f une fonction définie,
continue et positive sur un

intervalle I.

Soit a et b appartenant 3 I,

avec a < b.

Alors l'intégrale de f entre a Unité daire

et b est I'aire comprise entre J%K

I'axe des abscisses et la >

courbe, et entre les droites

d'équation v = a et x = b.

Ce nombre est noté : ff f(t)dt (lu “intégrale de f de a a b"”) et est
exprimé en unités d'aire ; l'unité d'aire correspondant a l'aire du
rectangle OIKJ.




On muni le plan d'un repére orthogonal (0 ; 1 ; J)

Définition

Soit f une fonction définie,
continue et positive sur un

intervalle I.

Soit a et b appartenant 3 I,

avec a < b.

Alors l'intégrale de f entre a Unité daire

et b est I'aire comprise entre J%K

I'axe des abscisses et la >

courbe, et entre les droites

d'équation v = a et x = b.

Ce nombre est noté : ff f(t)dt (lu “intégrale de f de a a b"”) et est
exprimé en unités d'aire ; l'unité d'aire correspondant a l'aire du
rectangle OIKJ.

On pose [ f(t)dt = 0.




Calculer 'intégrale de 0 4 2 de f(x) = x. ’




Calculer 'intégrale de 0 4 2 de f(x) = x. ’

Résolution : f est continue et
positive. L'intégrale de f
entre 0 et 2 correspond a celle
d'un triangle rectangle isocele
de coté 2. D'ou :

J2 f(t)dt = L;Q —2ua.



Calculer 'intégrale de 0 4 2 de f(x) = x. ’

Résolution : f est continue et 21
positive. L'intégrale de f

entre 0 et 2 correspond a celle

d'un triangle rectangle isocele 14
de coté 2. D'ou :

J2 f(t)dt = L;Q —2ua.




Propriété

L’intégrale d’une fonction continue positive entre a et b, avec
a < b, est positive.




Propriété

L’intégrale d’une fonction continue positive entre a et b, avec
a < b, est positive.

C'est une aire et une aire est toujours positive.




Propriété

L’intégrale d’une fonction continue positive entre a et b, avec
a < b, est positive.

C'est une aire et une aire est toujours positive.

Propriété

Soit k un réel positif.

Si pour tout x € [a; b],
f(x) = k.

Alors : [* f(t)dt = k(b — a)




Propriété

L’intégrale d’une fonction continue positive entre a et b, avec
a < b, est positive.

C'est une aire et une aire est toujours positive.

Propriété

Soit k un réel positif.
Si pour tout x € [a; b], 1
f(@) = k.

Alors : [* f(t)dt = k(b — a)




Sik >0, l'intégrale de f entre a et b correspond a l'aire du
rectangle de c6té k et de longueur b — a. Cette aire vaut k(b — a).
Sik =0, le rectangle est aplati et son aire vaut 0.



Sik >0, l'intégrale de f entre a et b correspond a l'aire du
rectangle de c6té k et de longueur b — a. Cette aire vaut k(b — a).
Sik =0, le rectangle est aplati et son aire vaut 0.

Théoréme admis

Théoréme fondamental de I'intégration :

Soit f une fonction définie, continue et positive sur un intervalle I.
Soit a un réel de I.

Alors la fonction z — F(x) = [ f(t)dt est dérivable sur I et a
pour dérivée f.
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Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, toute fonction F définie et
dérivable sur I telle que, pour tout x € I, on a : F'(z) = f(x).




Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, toute fonction F définie et
dérivable sur I telle que, pour tout x € I, on a : F'(z) = f(x).

Théoréme admis

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Alors f admet des primitives sur I.




Définition

Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
On appelle primitive de f sur I, toute fonction F définie et
dérivable sur I telle que, pour tout x € I, on a : F'(z) = f(x).

Théoréme admis

Soit f une fonction continue sur un intervalle I.
Alors f admet des primitives sur I.

. 1
x — x admet pour primitive : x > 53:2 +couceR.




Propriété
Soit f une fonction définie sur un intervalle I, admettant une

primitive F' sur I.
(i) Alors x — F(x) + c ot ¢ € R est aussi une primitive de f sur I.




Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, admettant une
primitive F' sur I.

(i) Alors x — F(x) 4+ ¢ ot c € R est aussi une primitive de f sur I.
(i) Soit G une primitive de f sur I, alors il existe un réel k tel que
G(z) = F(z) + k pour tout x € I (autrement dit deux primitives
d’une fonction différent d’une constante).




Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, admettant une
primitive F' sur I.

(i) Alors x — F(x) 4+ ¢ ot c € R est aussi une primitive de f sur I.
(i) Soit G une primitive de f sur I, alors il existe un réel k tel que
G(z) = F(z) + k pour tout x € I (autrement dit deux primitives
d’une fonction différent d’une constante).

(i) On note : G : x + F(z) +c. G est dérivable sur I comme
somme d'une fonction dérivable sur I et d'une constante. On a
pourxz € I : G'(x) = F'(x) = f(x), donc G est une primitive de f
sur 1.




Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I, admettant une
primitive F' sur I.

(i) Alors x — F(x) 4+ ¢ ot c € R est aussi une primitive de f sur I.
(i) Soit G une primitive de f sur I, alors il existe un réel k tel que
G(z) = F(z) + k pour tout x € I (autrement dit deux primitives
d’une fonction différent d’une constante).

(i) On note : G : x + F(z) +c. G est dérivable sur I comme
somme d’une fonction dérivable sur I et d’une constante. On a
pourxz € I : G'(x) = F'(x) = f(x), donc G est une primitive de f
sur .

(i) G — F est dérivable sur I et pour x € I :

(G—F)(z)=G'(z) — F'(z) = f(x) — f(x) =0, donc G — F est
une constante c sur I et donc pour x € I, G(x) — F(x) = ¢, d'od
le résultat.




Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant des
primitives sur I.

Soit (xo; yo) un couple de réels, tel que xy € I.

Il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(xo) = yo




Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I et admettant des
primitives sur I.

Soit (xo; yo) un couple de réels, tel que xy € I.

Il existe une unique primitive F' de f sur I telle que F(xo) = yo

Preuve

Soit G est une primitive de f sur I. Comme deux primitives de f
sur I différent d'une constante, on va construire F tel que

F(z0) = yo. Soit ¢ tel que G(z) = F(x) + c et F(x¢) = yo, alors :
G(xg) = F(xg) + ¢ et donc ¢ = G(xp) — yo. Ainsi :

F(I) = G(x) = G(:L'o) + Yo.

F est bien une primitive de f et F(xy) = yo.O)
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Calcul F

Propriété

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, admettant
sur I des primitives F' et G. Soit A € R.

Alors : (i) F + G est une primitive de f + g sur I

(ii) AF' est une primitive de Af sur I.




Calcul F

Propriété

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle I, admettant
sur I des primitives F' et G. Soit A € R.

Alors : (i) F + G est une primitive de f + g sur I

(ii) AF' est une primitive de Af sur I.

Fontion f Primitive F sur l'intervalle
f(z)=a,aeR F(z)=ax+c R
zntl R\ {0} sin< -1
—z", neZ\{-1} | F(z) = +
f@)=am n e D1} | F@)= T+ {R o
flz)=¢€" F(z)=¢€e"+c¢c R

F(z) =2z +c¢ R

1
f(x)—ﬁ




Calcul F

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que pour tout
xel, f(x) =u'(z) x ¢'(u(x)), ot g et u sont deux fonctions,
définies et dérivables convenablement. Alors f admet comme
primitive sur I, F(x) = g(u(x)) + ¢




Calcul F

Propriété

Soit f une fonction définie sur un intervalle I telle que pour tout
xel, f(x) =u'(z) x ¢'(u(x)), ot g et u sont deux fonctions,
définies et dérivables convenablement. Alors f admet comme
primitive sur I, F(x) = g(u(x)) + ¢

| A\

Propriété

On obtient ainsi le tableau suivant, avec u fonction définie sur I

Fontion f Primitive F' Remarques
il I g = i -1
f=du" nezZ\{-1} =2 +c \{o : u(z) =0} SI_n<
n+1 I sin >0
7
f:% F=2/u+c u> 0surl
1
z = ulax +b) (a#0) | F(z)=-U(ax +b) +¢ U primitive de w sur I
a
f=uet F=c¢e'+c

A\
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Int f qlcq

Propriété

Soit f une fonction définie,
continue et positive sur un
intervalle I, de primitive F' sur
I.

Soit a et b appartenant a I,
avec a < b.




Int f qlcq

Propriété

Soit f une fonction définie,
continue et positive sur un
intervalle I, de primitive F' sur
I.

Soit a et b appartenant a I,
avec a < b.

Alors I'aire comprise entre
I'axe des abscisses et la
courbe, et entre les droites
d'équation x = a et x = b est
le nombre F(b) — F(a)
exprimé en u.a. (l'unité d’aire
correspondant a l'aire du
rectangle OIKJ).

Unité d'aire




Int f qlcq

Propriété

Soit f une fonction définie,
continue et positive sur un
intervalle I, de primitive F' sur
I.

Soit a et b appartenant a I,
avec a < b.

Alors I'aire comprise entre
I'axe des abscisses et la
courbe, et entre les droites
d'équation x = a et x = b est
le nombre F(b) — F(a)
exprimé en u.a. (l'unité d’aire
correspondant a l'aire du
rectangle OIKJ).

Ce nombre est noté : f; f(t)dt = F(b) — F(a) et appelé intégrale
de f dea ab.

Unité d'aire




Int f qlcq

Remarques

1. On a [P f(t)dt = F(b) — F(a).




Int f qlcq

Remarques

1. Onaf f(t) () F(a).
2. On note auss:f ft)dt = [F(1))> = F(b) — F(a).




Int f qlcq

Remarques
1. Ona [P f(t) ( ) F(a).
2. On note aussi f ft)dt = [F(1))> = F(b) — F(a).

A

3. Soit f une fonction
continue, positive et
croissante sur un intervalle

[a; b]. B
Soit C sa courbe
représentative dans un repére 4

Y
\J

orthogonal (O; (7}; Oﬁ)

a a aza,0 a,b




Int f qlcq

Remarques

Graphiquement, I'aire sous la courbe est comprise entre |'aire
obtenue par les rectangles en dessous de la courbe et I'aire des
rectangles au-dessus de la courbe. Lorsque le pas de la subdivision
diminue, ces deux aires tendent vers la méme valeur : celle de I'aire
sous la courbe.




Int f qlcq

Remarques

Graphiquement, I'aire sous la courbe est comprise entre |'aire
obtenue par les rectangles en dessous de la courbe et I'aire des
rectangles au-dessus de la courbe. Lorsque le pas de la subdivision
diminue, ces deux aires tendent vers la méme valeur : celle de I'aire
sous la courbe.

Dans le cas d’une fonction continue, positive et décroissante,
I'encadrement est inversé.




Int f qlcq

Remarques

Graphiquement, I'aire sous la courbe est comprise entre |'aire
obtenue par les rectangles en dessous de la courbe et I'aire des
rectangles au-dessus de la courbe. Lorsque le pas de la subdivision
diminue, ces deux aires tendent vers la méme valeur : celle de I'aire
sous la courbe.

Dans le cas d’une fonction continue, positive et décroissante,
I'encadrement est inversé.

On peut alors facilement généraliser cela a une fonction continue et
positive.




Int f qlcq

Remarques

Graphiquement, I'aire sous la courbe est comprise entre |'aire
obtenue par les rectangles en dessous de la courbe et I'aire des
rectangles au-dessus de la courbe. Lorsque le pas de la subdivision
diminue, ces deux aires tendent vers la méme valeur : celle de I'aire
sous la courbe.

Dans le cas d’une fonction continue, positive et décroissante,
I'encadrement est inversé.

On peut alors facilement généraliser cela a une fonction continue et
positive.

4. On étend la notion d'intégrale a une fonction continue sur un
intervalle I, avec a et b appartenant a I en posant

ff f(t)dt = [F(t)]lz1 = F(b) — F(a). Dans ce cas, cela ne
représente plus l'aire sous la courbe...




Int f qlcq

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On a :

Jy f(x)de = —f f(z)dz et [ f(x)dr =0.




Int f qlcq

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On a :

L f dx——ff )dz et [* f(x)dx = 0.

Preuve

Jy, f(@)de = F(a) = F(b)
Jo f(=@ )dx— F(a) — F(a)

o
—~
=)

S~—
N—
Il

e &>
—~
8

N~—
&

A




Int f qlcq

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On a :

Jy f(x)de = —f f(z)dz et [ f(x)dr =0.

Ji @)de = F(a) = F() = ~(F(8) — F(a)) = = J} f(x)dr
[ f(z)dz = F(a) — F(a) =0

Théoréme

Relation de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a, b et ¢ de I.

Ona: [ f(x)ds = f(f f(@)de + [ f(z)dx

N
2
| A




Int f qlcq

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]. On a :

Jy f(x)de = —f f(z)dz et [ f(x)dr =0.

[ f(a)dz = F(a) — F(b)
[ f(2)dz = F(a) - F(a)

Théoréme

Relation de Chasles
Soit f une fonction continue sur un intervalle I. Soit a, b et ¢ de I.

Ona: [Cf(x)de = [’ f(z)de + [ f(z)de

|
2

J2 f(x) m+ﬂ z)dr = F(b) — F(a) + F(c) — F(b) =
#le) — fﬂw




Int f qlcq

Théoréme

|
,

Linéarité de l'intégrale
Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]. Soit k
un réel.

Ona: (i) [,(f+9) dx—ff )dz + [ g(x)
(i) fa kf(x dx—k‘faf




Int f qlcq

Théoréme

Linéarité de l'intégrale

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b]. Soit k
un réel.

Ona: (i) [2(f+9)(x)de = [ f(a)dz + [ g(x)da.

(i) [ kf(z)de =k [° f(z)de




Int f qlcq

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
Si pour tout x € [a; b], f(z) >0, alors f;’f(w)da: > 0.




Int f qlcq

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
Si pour tout x € [a; b], f(z) >0, alors fabf(x)dx > 0.

y

Preuve

Dans ce cas, f; f(t)dt représente une aire, qui est donc positive.(]

4




Int f qlcq

Propriété

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b].
Si pour tout x € [a; b], f(z) < g(x), alors [V f(t)dt < [* g(t)dk.




Int f qlcq

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle [a; b].
Si pour tout x € [a; b], f(z) < g(x), alors [V f(t)dt < [* g(t)dk.

Preuve

| A\

On applique la propriété précédente 4 g — f, qui est positive sur
[a; b] et on utilise la linéarité de I'intégrale.C]
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Applications
oeo

Calcul d’aires

Définition

Soit f une fonction continue
et négative sur un intervalle
[a; b].

Soit C sa courbe
représentative dans un repére

orthogonal (O; 5?; O—j)




Applications
oeo

Calcul d’aires

Définition

Soit f une fonction continue
et négative sur un intervalle
[a; b].

Soit C sa courbe
représentative dans un repére a b
orthogonal (O; 5?; O—j) °
L’aire du domaine D défini

par :

D={M(z;y) :a<zxz<b

et f(x) <y < 0} exprimé en

unités d'aire est |'opposé de

I'intégrale de a a b de f :

— [y F(t)dt = [ —f(t)at.

Y
A




Applications
ooe

Calcul d’aires

Propriété

Soit f et g deux fonctions
continues sur un intervalle

[a; b], avec g < f et Cy et C,
leur courbe représentative
respective dans un repére
orthogonal (O; O_[>; 07)
Alors I'aire du domaine

compris entre Cy et Cy, les
droites d’'équation x = a et

z=best: ['(f—g)(t)dt




Applications
ooe

Calcul d’aires

Propriété

Soit f et g deux fonctions
continues sur un intervalle

[a; b], avec g < f et Cy et C,
leur courbe représentative
respective dans un repére
orthogonal (O; O_[>; 07)
Alors I'aire du domaine

compris entre Cy et Cy, les
droites d’'équation x = a et

z=best: ['(f—g)(t)dt

\j
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Valeur moyenne d'une fonction
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5.2 Valeur moyenne d'une fonction



Applications
oce

Valeur moyenne d'une fonction

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] le réel m tel

que : m = ﬁ f; f(t)dt




Applications
oce

Valeur moyenne d'une fonction

Propriété

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b].
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a; b] le réel m tel

que : m = ﬁ f; f(t)dt

Illustration : Dans le cas d'une
fonction strictement positive, N
I'aire sous la courbe

correspond a l'aire du
rectangle hachureé. 1

Y
\
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