Suites

1. Généralités

1.1. Définition
Définition : On appelle suite une fonction sur IN ou sur une partiede IN dans R

Exemples:
Les fonctions:
u:n—2n+l;v:n—n m sontdessuites.

Notation. Vocabulaire :

Soit u une suite définie sur D partie de IN . Soit n un entier de d. Alors on note u,=u(n) .On
dit que u, estle terme général de la suite et on note la suite (u,) .n est appelé l'indice.
Un+1 €st appelé le terme suivant de u,,. u, et u,1 sont appelés des termes consécutifs.
Un,_1S'il existe est appelé le terme précédent de u,,.

Soit m le plus petit élément de D, alors u,, est appelé le premier terme ou terme initial de la
suite.

Remarque :
Si D=IN , le premier terme de la suite (u,) est u,

Exemples:
La suite: u : n—> 2n+1 est ainsi appelée la suite (u,) de terme général u,=2n+1

1.2. Comment générer une suite ?
On a essentiellement trois moyens de générer une suite :
i. se donner une liste finie ou non de nombres...

Exemple :
1;3;5;7;8;11;13;15;17;19;21 est une suite comportant 11 éléments.

Les décimales de m constituent une suite.

ii. de maniére explicite : dans ce cas, u,=f(n)

_2n+1
Exemple : u, =g —3 pour nelN

iii. de maniere implicite : dans ce cas, on parle de formule de récurrence. On a alors dans le
cas le plus simple une expression du type : u,.,=f(u,) ,etil faut donc donner le
terme initial pour générer la suite.

Exemples : u, ,=u,+5 pour nelN avec par exemple u,=—7 ouencore: v, ,;=3v, pour
neN avec vy=—-5

1.3. Représentation graphique d'une suite
1.3.1. Cas des suites définies de maniere explicite
On suppose que la suite est de terme général : u,=f (n)
Dans ce cas, a chaque valeur de n en abscisse correspond un terme de la suite u, en

ordonnée.
- : ‘s 2n*-2n+1
Exemple : On considere la suite de terme général U=
n+

Représenter graphiquement les cing premiers termes de cette suite.
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1.3.2. Cas des suites définies de maniére implicite
On suppose que la suite est de terme général : u,.,=f(u,) , u, étant donné.

Alors, on construit les termes de proche en proche, en s'aidant de la droite d'équation y=x
Ainsi  u, estlimagede u, par f .Donc sa valeur est lue sur I'axe des ordonnées. Puis on
reporte u; sur l'axe des abscisses en s'aidant de la droite d'équation y=x et ainsi de suite.

n u0:_1
OSSOSO O T S O U SRS SO SOO yte

Exemple : On considere u,,,=vu,+2 , avec

1.4. Sens de variation d'une suite

Définition : Soit une suite (u,),.,

On dit que (“1) est croissante lorsque, pour tout entier naturel supérieur ou égal a p, on a :
U, ,=Uu,

On dit que (u”) est décroissante lorsque, pour tout entier naturel supérieur ou égal a p, ona :

un+1<un

Remargue : Pour étudier les variations d'une suite, on peut aussi étudier :
- lesignede u, ,—u, :sipourtout n>p il est positifla suite sera croissante, sinon la
suite sera décroissante.
+ sila suite est strictement positive a partir d'un certain rang, de regarder le rapport
U1

u

: si ce rapport est supérieur strictement a 1 pour tous les termes au dela d'un

n
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certain rang la suite est croissante (strictement), sinon si ce rapport est inférieur
strictement a 1 pour tous les termes au dela d'un certain rang elle est décroissante.
Pour une suite définie explicitement, du type u,=f(n) , le sens de variation de f.

Pour une suite définie implicitement, du type u,,;=f(u,) , u, étant donné, avecf
croissante, il suffit de comparer les deux premiers termes et par récurrence deux termes
consécutifs.

Exemples :

1.

On considere la suite de terme général :  u,=n°~3n-7 . Alors :
u o —u=(n+1P=3(n+1)-7—(n*=3n-7)=n*+2n+1-3n-3-T-n*+3n+T=n’+2n-2
Or, A=4+8=12 etdonc nI:LZZB<O et nZ:LZZB:—lJrﬁ
O<n,<1 .Donc u,,,—u, estpositif pour n>1 ,ce quisignifie que (u,) est
croissante a partir du rang 1.

. De plus,

On considere la suite de terme général :  u,= Zii
n+3
2
Cette suite ne s'annule pas. “ri_ (n+2_ [n+3 n+l_n +4n+3 1 etdonc (u,)
u, n+2 \n+2 n+2 \n’+4n+4
n+1l

est décroissante. -
On considére la suite de terme général : v,= n+\n . On considére la fonction :
1 2Vx+1 .
f(x)=x+Vx .Ona: f’(x):1+—:L—>0 . Donc f est croissante, et donc
2Vx  2Vx
(v,] est croissante.

On considére la suite définie par: u,,;=Vu,+1 , et u,=1 _ On considére la fonction :
f(x)=Vx+1 .fales mémes variations que la fonction racine carrée , elle est donc
croissante sur [—1;+o[
uy—uo=\2-1>0 . Parsuite,ona: u;>u, .Comme festcroissante, [(u)>f(u,) |
etdonc u,>u,
On suppose que u,=u, ; , alors comme f est croissante, f(u,,)> f(un,l) et donc
U, 1 Z=U,

Donc pour tout entiern,ona: u, ,>u, etdoncla suite (u) est croissante.

2. Suites particulieres

2.1. Suites arithmétiques

Définition : On appelle suite arithmétique une suite ou I'on passe, en partant du terme initial,
d'un terme au suivant en ajoutant toujours la méme quantité, appelée raison de la suite.

En notant (un) une telle suite et a la raison, ona: u,, ;=u,+a

Exemple : Une usine fabrique des ramettes de papier, emballées dans des cartons par 5,
chaque carton pesant 2,5 kg qu'elle empile alors sur une palette en bois de 20 kg. On note
(un) la suite correspondante a la masse totale du chargement.

Alors

u,.,=u,+2,5 ,avec uy,=20

n

Propriété : Soit (u,,) une suite arithmétique, de raison a et de premier terme  u,
Alors :

u,=uy+nxa

Schématiguement, on peut représenter cela comme suit :
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Exemple : Avec la suite précédente : u,=20+2,5Xn
Ainsi, si on met 100 cartons sur la palette :  u,,,=20+2,5x100=270 kg

Propriété : Soit (u,] une suite arithmétique, de raison a. Soit p et q deux entiers.
Alors :  u,=u,+|qg— p|xa

Exemple :

La fabrication d'un objet comporte un colt fixe et un colt proportionnel au nombre d'objets
fabriqués. On sais que pour 50 objets fabriqués, le colt est de 200 € et qu'il est de 375 € pour
100 objets fabriqués.

Déterminer le cot proportionnel. Le co(t fixe.

Sens de variation d'une suite arithmétique :

Propriété : Soit (u,,) une suite arithmétique, de raison a.
Si a>0 ,alors (u,) estcroissante.

Si a=0 ,alors (u,) estconstante.

Si a<0 ,alors (u,) estdécroissante.

Somme de termes d'une suite arithmétigue :
Propriété : Soit (u,] une suite arithmétique, de raison a. Soit p et q deux entiers, avec m < n.
. u,+u

Alors : Y u=u, +...+u,=(n—m+1| *, c'est adire:

i=m

premier terme+dernier terme

somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique=nombre de termes x >

Preuve :

On note S la somme : S=u,+u, ,+...tu,

Par suite :  28=S+S=u,+u, ,+...4u, ;+u, . Comme u,=u,+kxa ,la somme terme a terme
tu, U, ottt

(I'un en dessous de l'autre) donne : 2uo+(m+n]a:um+un etceci n—-m+1 fois.

u,+u,

2

N

D'ot: 28=(n—m+1)x(u,+u,) etdonc: S=(n—m+1)x

Cas particulier important : Soit (u,,) une suite arithmétique, de raison a, de premier terme
Uy

! U+u < .
Alors : D u=ug+uy+...+u,=(n+1)—" , c'est a dire :

i=0 2

somme de termes consécutifs d'une suite arithmétique=nombre de termesx

premier terme+dernier terme
2

Preuve directe :

On note S la somme : S=uy+u,+...+u,

Par suite : 2S=S+S=uy+u;+...+u, ;+u, . Comme u,=u,+kxa , la somme terme a terme
+u, U, U tug

(I'un en dessous de l'autre) donne : 2u,+na=uy+u, etceci n+1 fois.

uytu,

D'ot: 2S=[n+1)x(ug+u,] etdonc: S=(n+1)x 5

Exemple :
Calculer la somme des n premiers entiers.

Pour générer les n premiers entiers on considére la suite arithmétique de raison 1 et de
premier terme 0. Alors, la somme des n premiers entiers équivaut a la somme des n+1
nn+1)

premiers termes de cette suite et vaut : >
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2.2. Suites géométriques

Définition : On appelle suite géométrique une suite ou I'on passe, en partant du terme initial,
d'un terme au suivant en multipliant toujours par la méme quantité, appelée raison.

En notant (u,] une telle suite et q la raison, ona: u,,;=gxu,

B : En 1ES, on se limite a une raison positive.

Exemple : Une banque rémunére un compte sur livret a 3 % I'an. On verse 100 €. On note
(u,) la suite correspondant & I'argent sur le livret au bout de n années. Expliciter (u,)
Alors u,.,=u,x1,03 ,avec u,=100

Propriété : Soit (u,,) une suite géométrique, de raison g et de premier terme  u,
Alors :  u,=uyxq"

Schématiguement, on peut représenter cela comme suit :

Exemple : Avec la suite précédente : u,=100x1,03"
Ainsi, au bout de 10 ans I'épargne sera de : u;,=100x1,03"°~134,4 €.

Propriété : Soit (un) une suite géométrique, de raison q. Soit m et n deux entiers.
Alors :  wu,=u,xq"™"

Exemple :
Un épargnant a placé de l'argent au taux de 2 %. Au bout de 2 ans, il a 156,06 € sur son

compte. Quelle sera la somme qu'il aura au bout de 5 ans ?
us=1,x1,02°?=156,06x1,02>°~165,61 €.

Sens de variation d'une suite géométrigue a raison positive :
Propriété : Soit (u,] une suite arithmétique, de raison q>0.
Si ¢g>1 ,alors (u,,) est croissante.

Si g=1 ,alors (u,) estconstante.

Si 0<g<1 ,alors (u,) estdécroissante.

Somme de termes consécutifs d'une suite géométrique :
Propriété : Soit (u,,) une suite arithmétique, de raison g positive, différente de 1.

1_ n-m+1 | . .
Alors : X u=u,+...+u,=u, 1 , C'est a dire :

i=m _q
nombre de termes

1-raison
1-raison

somme de termes consécutifs d'une suite géométrique=premier termex

Preuve : On note S la somme :  S=u,+u, +...+u,
Comme pour tout k, gXu,=uy,; , gxXS=gXu,+qXu, 1+...+qXu,

= um+1+ um+2+ +un+1

Par suite : ¢xS-S= U, g F Uy oot u,
U, Uy 1= U,
:_um+un+1
—m+1
Al - _ n—m+1 _ n—m+1 i . — l_q" "
Dol : (g—1)S=—u,+u,xq" " =u,l-1+q etdonc,si g#1 : S=u,~———
—-q
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Cas particulier important : Soit (u,,) une suite arithmétique, de raison q, avec ¢#1 , de

premier terme u,

1_ n+1
, C'est a dire :

Alors : z U=uy+...+u,=u,
i=0 —-q

Preuve directe : On note S la somme :  S=uy+u,;+...+u,
Comme pour tout k entre 0 et n, gXu,=u;.; , gxXS=qXuy+qgXu+...+qXu,
=uytu, et

Par suite: ¢gxS-S= Uty o tu,tu g
—Ug— U= — U,
:_u0+un+1
1— n+l
D'oU: (g—1)S=—uy+ugxq*=uyl-1+¢"*) etdonc,si g#1 : S=u, 1q
—q

Exemple :
Calculer la somme des n premieres puissances de 2.

v,=2" : (v,,) est une suite géométrique de raison 2, de premier terme 1.

n ) 1_2n+1 1

2'=vy+...+v =1x% =2"""-1
g(:) 0 n 1-2

3. Convergence d'une suite
3.1. Généralités
Définition : On dit qu'une suite (u,)est convergente et a pour limite [ si pour tout intervalle

ouvert contenant [, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont inclus dans
cet intervalle.

Propriété : (u,)est convergente et a pour limite [ ssi pour tout ¢ > 0, il existe N tel que pour
toutn > N,ona: u, €]l — ¢+ €.

1
Exemple : u,, = —
n

1 1
Soite >0, —<een>-—.
n €

1
Soit N le premier entier supérieur a —. Alors : pour tout n > N, on a : |u,| < €. Et donc (u,,)est
€

convergente et a pour limite 0.

1 1
Sur le méme principe, on montre que <—2> et (—) convergent et ont pour limite 0.
n

NG

Remarques : 1. Il y a donc un nombre fini de termes en dehors de l'intervalle |l — ¢;1 + €[.
2. Cela revient a écrire que :
pour tout € > 0, il existe N tel que pourtout n > N ,ona: |u, —I| <e.

Autrement dit que I'inégalité |u,, — [| < € est vraie a partir d'un certain rang.
3. Cela revient aussi a dire que :

la double inégalité : [ — € < u,, < | + € est vraie a partir d'un certain rang.

Propriété : Si (u,,) est convergente de limite [, alors [ est unique.

Preuve : Raisonnons par I'absurde et supposons qu'il existe [; et I, avec [y # l2, deux limites
de la suite (u,,) convergente.
Comme l; # [y, alors il existe € > 0 tel que: |l; — l3] =€
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Comme (u,) est convergente de limite {1, il existe un rang N; a partir duquel on a pour tout
n>Ni,ona: |u, — 1| <35.

Comme (u,) est convergente de limite l2, il existe un rang Ny a partir duquel on a pour tout
n> Nz, ona: |u, — 2] < 5.

Par suite, a partir d'un rang N correspondant au maximum de N; et Ny, ona:

lh — 2] <|l1 = up| + |un —l2| < §+ 5 = €, ce qui est contradictoire.

etdonc Iy = I5.

Notation : Soit (uy,) une suite convergente de limite /. On note : lirf Up =1.
n—-1+0oo

Définition : Une suite qui ne converge pas est appelé une suite divergente.

Définition : On dit qu'une suite (u,,)admet pour limite 400 si pour tout intervalle ouvert de la

forme |a; +o0[, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont inclus dans cet
intervalle. On note alors : lim wu, = +00.

n—-+oo
On dit qu'une suite (u,)admet pour limite —oo si pour tout intervalle ouvert de la forme
| — o0; b[, il existe un rang a partir duquel tous les termes de la suite sont inclus dans cet
intervalle. On note alors : lim wu, = —.

n—-4+oo

Propriété : (u,)admet pour limite +o0o ssi pour tout A >0, il existe N tel que pour tout
n>N,ona:u, > A.

(ur,) admet pour limite —oo ssi pour tout A < 0, il existe N tel que pour tout n > N ,ona:.
up < A.

Exemple : u, = \/n
Soit A>0. /n> A& n> A% Soit N le premier entier supérieur & A2. Alors : pour tout
n>N,ona:u,>A.Onadonc: lim /n=+o0.

n—-4oo

Sur le méme principe, on montre que (nz) et (\/ﬁ) divergent et ont pour limite 4-00.

Propriété : Soit [ un réel.
Soient (uy,) et (v,) deux suites telles qu'a partir d'un certain rang : |u, — | < v, , avec

lim v, =0.Alors: lim wu, =0.
n—+oo n—-—+oo

(=D"

Applications : Soit (u,) la suite définie pour tout n € N, par: u,, =2+

n+1
1
1. Montrer que, pour tout n € N, |u, — 2| < :
n+1
2. En déduire la limite de (uy,).
3.2. Opérations sur les limites
Propriété : Soient (u,)et (v,) deux suites :
il = —00 | —
St lm un I | 1 | 1 |+00| —00|-00
Si nll}}rloo Un = I/ |+00|—00 | 400 |—00 | 400
lim (u, +v,) =a
n—>—|—oo(| nt vn) I+ 10 +o0 | —00| 400 | —00 | Fl
ors
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Propriété : Soient (u,)et (v,) deux suites :

. I>0]1l<0]1l>01]1l<0
Si nll)rfooun: l ou | ou | ou | ou 0
400 | —00 | +00 | —00
Si lim Up = l/ 400 | o0 | —00 | —0 —|(—)OUO
n—-+4+oo
—0
alors
lim (unvn): I x| +00 | —00 | —00 | +00 | Fl.
n—-+4oo

Propriété : Soient (u,,) une suite :

Si ngrfooun = [ #0|+00 | —00| avec avec | 0
Up >0 ju, <0

. 1
alors lim — | =
n—+oo Un,

o~

3.3. Comparaison de suites
Propriété : Soient (u,,) et (v,) deux suites telles qu'a partir d'un certain rang : u,, < vy, .
Si (uy) et (v,) sont convergentes de limites [ et I’, alors | <.

Preuve : Comme a partir d'un certain rang : u, < v,, il existe N;jtel que pour n > Ny, on a:
Up < Uy .
Comme (uy)et (v,) sont convergentes de limites respectives [ et I’, il existe Ny et N3 tels
que :
pourn =Ny, ona:l—e<u, <l+e¢

etpourn> N3, onal —e<wv, <l'+e€:.
Par suite, pour N = max (IN1; No; N3),onapourn > N :l—e<u, <v, <l'+e€.
etdoncl <.

Théoréme des gendarmes : Soient (u,), (v,) et (w,) trois suites telles qu'a partir d'un
certainrang : u, < v, < W,.

Si (un)et (w,) sont convergentes de limites [, alors (v,) est convergente et admet pour
limite [ .

Preuve : Soit € > 0
Il existe Nitel que pourn > Nyj,ona: u, < Uy < Wy, -
Comme (uy,) et (wy,) sont convergentes de limites [, il existe Ny et N3 tels que :
pourn > No,ona:l—e<u, <l+e¢
etpourn > Nz,ona:l—e<w, <l-+e¢.
Par suite, pour N = max (/N1; No; N3),onapourn >N @ [—e<u, <v, <w, <l+e€.
Et donc (v,,) est convergente et admet pour limite [ .

cosn

Exemple : Etudier la convergence de la suite de terme général u,, = pourn > 1.
1 CcCosn 1
Pourn>1,0ona: —-1<cosn<1l& —— <K < —.
n n n
) 1 . 1 . cosn
Et donc comme, lim —— = lim — =0,ona: lim =0.
n—4oo n n—+too n n—-4oo n

Propriété : Soient (u,,) et (v,) deux suites telles qu'a partir d'un certain rang : u,, < vy, .
(i)Si lim w, = +o0, alors (v,) diverge et a pour: lim v, = +o0.

n—-+00 n—-+oo
(i) Si lim v, = —oo, alors (u,) diverge et a pour: lim wu, = —oc.
n—-+o00 n—-+4o0o
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Preuve : Comme a partir d'un certain rang : u,, < v, , il existe N;tel que pour n > Ny, on a:
Up < Uy .
Soit A > 0.

Comme lim wu, = +o00, il existe N, tel que :
n—-+oo

pour n > No,ona:u, > A.
Par suite, pour N = max (IN1; No; N3),onapourn >N : v, >u, > A.
Et donc : (v,) diverge eta pour: lim v, = +o00.

n—-+oo

La preuve pour (ii) est analogue.

. o . . 2n° + 3n?
Application : Calculer la limite, si elle existe, de la suite (u,), avec: u, = ———5——
n

3.4. Limite des suites arithmétiques et géométriques
Propriété : Soient (u,) une suite arithmétique de raison a.
Sia>0,alors: lim wu, =+4o00.

n—+oo

Sia<0,alors: lim wu,=—00.
n—-+oo

Preuve : u, = ug + na, donc comme lim n = +oo et que

n—-+00

sia>0, lim an =400, lim u, =+o00.
n—4+oo n—-4+oo

sia<0, lim an=—-o00, lim u, = —00.
n——+0o0 n——+00

Propriété : Soient (u,,) une suite géométrique de raison q, de premier terme uy > 0
(iySi ¢ >1,alors: lim wu, =-40c0.

n—4+oo
(ii)si—1<gqg<1,alors: lim wu,=0.
n—-+oo
(iii) Si ¢ = 1, alors la suite est constanteet: lim wu, =1.

n—-4oo
(iv) Si ¢ < —1, alors la suite diverge.

Preuve : (i) Soit ¢ > 1.
On considére pour n > 2, la fonction f définie sur [0; +o00[, par :
flx)=1+2)" — (1 + nx).
Pourz >0,ona: f'(z) =n(l+z)" ! —n,etdonc f'(x) > 0.
Donc f est croissante sur [0; +0o[. On a en particulier f(0) =0.
Comme ona ¢—1>0 et comme fest croissante sur [0;4+00[, on a: f(g—1) > f(0)et
donc: (1+¢—1)"—(14+n(¢g—1)) >0.
Donc: ¢">21—n-+ngq.

Par suite, comme: lim ng =400 et par les théoremes de comparaison, on a:
n—-+00o

lim ¢" =+o00.

n—-+o0o

1
(ii)Soit 0 <¢g<1.0npose: ¢ =—-.0na:q¢ >1letq¢g"=—
q

m

A=)

1
Donc lim ¢ = +o00 etdonc lim —- =0.D'ou: lim ¢" =0,

n—+oo n——+oo q n——+oo
Si ¢ =0, la suite est constante, d'ot: lim ¢" =0
n—-+00
Si —1<g<0, on pose ¢ =|q|. On a: 0<q¢ <1 et liI_ll_l g™ =0 et par suite
n—r1oo
lim —¢™ =0.
n— 400
Or —¢'™" < ¢"™ < ¢'™, car |¢"| = ¢'. Donc, d'apres le théoréme des gendarmes : lim ¢" =0

n—-+oo
(iii) Immédiat, la suite étant constante.
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(iv) Les valeurs de ¢™ sont alternativement dans | — oo; —1] et dans [1;4oco[. Donc la suite ne
peut admettre ni +00, ni —oo comme limites.

Si la suite admet [ comme limite, alors tout intervalle ouvert contenant [, contiendrait un
nombre infini de valeurs de la suite a partir d'un certain rang. Soit | un tel intervalle, alors |
contiendrait des nombres a la fois inférieurs a -1 et d'autres supérieurs a 1. Donc | serait au
minimum de longueur 2. Ce qui n'est pas le cas de tous les intervalles. Par exemple :
I=]l-0,51+0,5].

Donc la suite ne converge pas vers [, et donc elle est divergente.
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