JProduit scalaire

1. Produit scalaire de deux vecteurs

1.1. Définition
Définition : Soient 7 et © deux vecteurs non nuls.

. . -5 — . A =
Soient A, B et C des points tels que : AB = v et AC = v .
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB).

H

On appelle produit scalaire de W et U etonnote W - (qui
. — . — . g
se lit w scalaire v") le réel définit par :

TR . T .
BN AB x AH si AB et AH sont de méme sens
u - v = — — )
—AB x AH si AB et AH sont de sens opposés

. L e — —
Si I'un des vecteurs est nul, on pose, par définition: v - v =0

— — =
2):u2=u-u.

L : — . . — ;=
Définition : Soient « un vecteur. On appelle carré scalaire de u (noté wu
— I (evd [N D)
On appelle norme de « eton note || u|| :||u| = Vu
sz . — —
Propriété : Soient u© et v deux vecteurs non nuls.

. . A T -
Soient A, B et C des pointstelsque : AB=uet(CD = v.
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB) et K celui de D sur (AB)

N —_— — —_— —
u-v=AB-CD=AB-HK

7 . z — —
H K est appelé le vecteur projeté orthogonal de v sur u .

—
Preuve : Soit E le point tel que : AE = U etE'le projeté orthogonal de E sur (AB). On a :
N —_— —— ,
u-v =AB-AF = AB x AE’.

Propriété : Soient @ un vecteur et k un réel. Ona: ||k% || = |k|| |

Preuve : Soient A et B des points tels que : AB = u . Soit Cun pointtelque : AC'= v =ku .

Oon a AC = |k|AB. Dou: v? = AC? = k?AB?, d'ou le résultat en passant a la racine
p — —

carrée : ||k || = |k]|| ||

1.2. Lien entre produit scalaire, norme et cosinus
“ sy s . — —
Propriété : Soient v et v" deux vecteurs non nuls.

—  —> — — — —
u - v =l x [V % cos (U, v)
. . B — . aA L =
Preuve : Soient A, B et C des points tels que : AB = u et AC'= v .
Soit H le projeté orthogonal de C sur (AB). On note 8§ = BOC
—_— —_— N -
Si AB et AH sont de méme sens : d'oti: w - v = AB x AC x cos 0 .

A

alors u - v = AB x AH .
Or, dans le triangle AHC rectangle en H, on a :

AH
cosf = —

AC
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—_— —_— - —
Si AB et AH sont de sens contraires : alors u - v = —AB x AH .
Or, dans le triangle AHC rectangleen H,on a :

AH
T AC
D'ou: U - ¥ = —AB x AC x cos(t — 6)
= AB x AC X cosf
et comme cosf = cos (u, V), AB =||u||, AC = ||V ,ona:

w7V = ||| x ||V x cos (U, D).

cos(m — )

1.3. Vecteurs orthogonaux
Définition : On dit que deux vecteurs U et U sont orthogonaux lorsque WU =0

Propriété : Soit deux vecteurs w et U,

— — . . 0 , . . .
u et v sont orthogonaux si et seulement si soit I'un d'entre est nul, soit leurs directions sont
orthogonales.

1.4. Propriétés

w7y s . B — —_— 7
Propriété : Soit trois vecteurs , U et w etk un réel.

Alors : (i) w U= U
(i) w-k?)=k(u- -?)
(i) w-(VH+W)=U-T+U- -w

. . — — 7 7 YTy
Preuve : (i) Si w ou v est nul, I'égalité est vérifiée.
. = —
Si w et v sont non nuls, alors :

7T = [T x| 7] x cos (T, T)
— — — — — —
veuw = [ x f[a]] x cos (W, W)
d'ot, comme (v, w) = —(w,v),ona: cos(v,u)=cos(w, ), et la multiplication étant

: — = —
commutative,ona: v - v = v - u .
(i) Si @ ou W est nul, I'égalité est vérifiée.
Si k = 0, I'égalité est vérifiée.
Si W et ¥ sont non nuls, alors :
sik>0,u-(kv)=|u| x||k7| x cos(W,k?)

= I x [k x 0| x cos (W, k)

or: (ku,v)=(u,v)et|k| = kcar k>0, dou:

- (k) = k|| x [V x cos (W, V)

=k(u-7)
sik<0,u-(kv)=|7u| x||k7| x cos(W,k?)
= @[ x |k x 7] x cos (W, k)
or: (U,kv) = (u,v)+ (7,HJ> =7+ (u,v)et|k| = —kcar k>0, d'ou :
W (kV) = k|| x [V % cos (7 + (U, V)

= —k|[@|| x ||| x (= cos (U, V)
= k|| x [ 7] x cos (W, 7)

(T T)
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(iii) Soit O, A, B et C quatre points du plan tels que : B

—_— N == N — N
OA=u,0B=7vetBC=1w.
Soit B' (resp. C') le projeté orthogonal de B (resp. C) sur (OA).

N

<4

— e L
Les vecteurs OB’et B’C’sont colinéaires car B' et C'
appartiennent a (OA), donc il existe un réel k tel que :

|
o
- ¥
B

— (1+k OA4.0OB

or, - (T +W)=0A-

/N

OB + B_Cf*> et OC' = OB’ + B'C’

_04.oc = (1+k) OB
—_ e
=0A-0C’

donc: - (V+w)="- -0 +U- W

1.5. Expression analytique du produit scalaire

— —
Propriété : On munit le plan d'un repére orthonormal (O, i, 9 ) .

. — (X — x’
Soient ¥ Y et v Y deux vecteurs.

Alors W - v = za’ + vy’ .

Preuve:Ona:ﬂ)zﬂn_i)—hyTGt7=$/?+?Jl7>
vou: 7.7 = (+T +47) - (#7 +9'7)
- /_) /_) iy /_> /_>
Zmz-(m%+y3)+y3-<w1+y9)
:xm’72+xy'7 I i rk

- —
Conséquence : On munit le plan d'un repere orthonormal (O, 1, ) .

. x
Soient w (y) un vecteur.

ona: || =22 + 2.
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2.1. Projeté orthogonal d'un vecteur sur un axe

ﬁ
Propriété : Soit (O, 1 ) le repére normé d'un axe.

-y . — — 7\
Le projeté orthogonal d'un vecteur w sur cet axe estle vecteur [ u - 7 | ¢

—_
Preuve : Soit j le vecteur unitaire tel que <O i, >50|t un repére orthonormal.
— — — —
UW=xi+yj,dol: i -uU=1 -(xz +yj>

7 . —
Soit u’ le projeté orthogonal de u . ’ z +19

—

/

-l fl

- = . - - = i ,
u'- 7 =0,dou:y =0.Dou: v =2"i,dou -~ 1-<x z):az
- — - . — — =\
t-u =1 -u,dou:rz=2x w=\(u-1])1
or ", d'o "et donc:

2.2. Equation d'une droite de vecteur normal donné
Définition : On appelle vecteur normal a une droite tout vecteur non nul orthogonal a un
vecteur directeur de la droite.

—_ —
Propriété : On munit le plan d'un repére orthonormal (O, 1, ) .

a
Soit d une droite de vecteur normal 7 (b) passant par un point de coordonnées

A <zo> . Alors d a une équation de la forme axz + by +c = 0.
0

Réciproquement, si a et b ne sont pas tous les deux nuls, I'équation azx + by + ¢ = 0 est celle

a
d'une droite de vecteur normal 7 (b) .

Preuve : Soit M (z;y) un point du plan.

Medssi AM -7 =0 ssi a(x —xo) +b(y —yo) = 0. En posant ¢ = —azxg — byg, on a le
résultat annoncé.

Réciproque : On considére I'ensemble E des points M (x;y)du plan tels que ax + by +c =0,
avec a et b non tous les deux nuls.

Soit A (xp; yo) un point de d.

. . . . c .
Par exemple, si a est non nul celui d'ordonnée nulle convient, on a alors A (——; 0) et si a est
a

c
nul, celui d'abscisse nulle convient et A (0; _5> .On adanslesdeuxcas: axg+byy+c=0

Par suite, M(x;y) € E ssi ax+by+c=0 ssi a(x—x0)+bly—yo)+c=0, car
axg + byo+c=0.

L T — . — [ a
M (z;y) € Essi AM - m =0, et M est sur la droite passant par A, de vecteur normal 7 (b) :

2.3. Relations métriques dans le triangle
2.3.1. Théoreme de la médiane
Théoréme de la médiane : Soit A et B deux points du plan et M
soit | le milieu de [AB].
Soit M un point du plan. Alors :

AB?
2

MA2 + MB? =2MI?+
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Preuve:MAQﬁ—JMBQ:]\_4_224—]\432
— —\2 — —\2
= (MI+[A) n <M1+IB>

2 _— — 2 2 —_— — 2
=MI*+2MI-TA+TA"+ MI*+2MI-IB+ 1B

Or comme | est le milieude [AB], [A = —IBet [A* = [B* = 1
AB?
MA? + MB? =2M1I?+ 5
2.3.2. Relations métrigues dans le triangle : formule d'Al-Kashi
Propriété : Pour tout triangle ABC : c
a? =b%+ ¢ —2bccos A ;
b2 = a2+ 2 — 2accos B : b a

c=ad>+0b - 2abcosC .

Aﬂ C B
Preuve : a* = BC? Idem pour b? et 2.
— BC?
. N2

- (BA+A0>

— —_— - —
= BA? +2BA - AC + AC?

— —_— - —
= BA%? —2AB - AC + AC*?

2

I
Q
_|_

—>—>>
Y

b? — 2bc cos (AB' A

2.4. Equation d'un cercle
Propriété : Soit A et B deux points du plan.

_— —
L'ensemble des points M du plan vérifiant AM - BM = Qest le cercle de diamétre [AB]

—_— — — — —_— — _— — s
Preuve : AM - BM =0 ssi AM = 0 ouBM = 0 ou (AM;BM):E—l—/mr

ssi A=M ou B=M ou le triangle AMB est rectangle en M
ssi M appartient au cercle de diametre [AB].

— —
Conséguence : On munit le plan d'un repere orthonormal (O, 1,7 ) .

Soit (z.4;yA4)les coordonnées de A et (zp;yg)celles de B.
M (z;y) appartient au cercle de diameétre [AB] ssi (x —z4) (z — ) + (y —ya) (y —yg) =0

Propriété : On munit le plan d'un repére orthonormal (O, 7, ?) .
On considére le cercle (C)de centre 2 (zq; yq) et de rayon R. Une équation de (C) est :
2 2
(z —20)" + (y —ya)” = R?

Preuve : M(z;y) € (C)ssi QM = R ssi QM2 = R? ssi (z —zq)° + (y — ya)® = R2.
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