Limites

1. En l'infini
1.1. Limite infinie en l'infini
Exemple : On considére la fonction : f: x = x2.
1. Compléter le tableau suivant :

x |10/100|1000
f(x) 1012 1016

2. Soit A fixé, positif, suffisamment grand. Peut-on trouver une valeur x, de x telle que pour
tout x supérieur ou égal a x,, f(x) soit supérieur ou égal a A ?
3. Faire un tableau similaire pour la fonction g:x+— x? + 3 x + 5. Que constate-t-on?

Réponse :
1.

x |10 /100|1000| T0° | T0°
f(x) |03 T0° | T0Y 10%2 10

2. On cherche finalement a résoudre l'inéquation :  f(x)>A , c'estadire: x’>A .Ce quia
lieu dés que x=VA

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle
du type [a ; +oo[.
On dit que f admet pour limite +w en +ow si pour tout
nombre fixé a l'avance et aussi grand que l'on veut,
f(x) est supérieure a ce nombre dés que x est Soo) [ g
suffisamment grand. .
Autrement dit, pour tout réel A, il existe x, tel que gl A
pour tout x>x, ,ona: f(x)=4 .
On note alors : lim f(x)=+w . &
X—+ o0
_}A p
Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite +ow J > | ‘
quand x tend vers +oo : i X, X
Xt ix x lim 7 (x)=+c0
xX—+ o0
Définition : Soit /' une fonction définie sur un intervalle A
du type [a ; +oo[. J
Par définition, lim f(x)=— si lim —f(x)=+ 7> 3 I
x—+ o x—+o N '
Exemple :
Les fonctions suivantes ont pour limite -co quand x tend Al \ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
vers +o : PN
X x x> 2+l x> 3 x—  —/x !
SO N
lim f(x)=—o

x—+o00
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Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du
type J]-« ; al.

On dit que fadmet pour limite +ow en -« si pour tout nombre
fixé a l'avance et aussi grand que l'on veut, f(x) est
supérieure a ce nombre dés que x est suffisamment
négativement grand.

Autrement dit, pour tout réel A, il existe x, tel que pour
tout x<x, ,ona: f(x)=4

On note alors : lim f(x)=+w

X——0

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite 4+ quand
x tend vers -w :
xF—x2 x—x*

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du

type J-< ; al.
Par définition, lim f(x)=—w si lim —f(x)=+o

X—o—o x—o—o

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite -0 quand x
tend vers - :
X=X x> x5

1.2. Limite finie en [l'infini

R ) 1
Exemple : On considere la fonction : f: x+— <
1. Compléter le tableau suivant :

x |10/100|1000

fx) 1072|107

e %)
,,,,,,,,,,L,,,,,,,,,,,,\\% ,,,,,,,,,,,,,,, A
J
>
X X, i
lim f(x)=-+c0
o o LS

,,,,,,, fix)

lim f(x)=—o

X—>—o

2. Soit e fixé, positif, suffisamment proche de 0. Peut-on trouver une valeur x, de x telle
que pour tout x supérieur ou égal a xo, f(x) soit inférieur ou égal a e ?

Réponse :
1.

x | 10 |100/ 1000  10%*  10'¢

f(x)|10* 102 102 10107

2. On cherche finalement a résoudre l'inéquation :  f(x)<e , c'est a dire: 0<;<e . Ce qui

. N 1
a lieu des que x>e—
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Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du
type [a ; +oof.

On dit que fadmet pour limite 0 en 4+ si pour tout nombre
fixé a l'avance et aussi petit que l'on veut, |f(x)] est
inférieure a ce nombre dés que x est suffisamment grand.
Autrement dit, pour tout réel e, il existe x, tel que pour
tout x>x, ,ona: |f(x)<e

On note alors : lim f(x)=0 . lim £(x)=0

x—+ w0

x—+o0

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite 0 quand x tend vers +o :

1 1
X— — S, xF—
x x

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du /Q‘ff
-e

typela; +ol. /e S
On dit que fadmet pour limite / en 4+ si f(x)-/ a pour limite 1

0 en +oo. J |

On note alors : lim f(x)=I . ‘ ;F x .

Exemple : La fonction suivante a pour limite 3 quand x tend vers +o :
x> 3+ 1
X

Définition : Soit f une fonction définie sur un intervalle du
type J-© ; al.

On dit que fadmet pour limite 0 en -« si pour tout nombre
fixé a l'avance et aussi petit que l'on veut, |f(x)] est
inférieure a ce nombre dés que x est suffisamment
négativement grand.

On note alors : |im f(x)=0

X——0

Exemple : Les fonctions suivantes ont pour limite 0 quand x tend vers - :

1 1
X — ;X )
X X
Définition : Soit /' une fonction définie sur un intervalle du I f;ijﬂ Ny
type ]-« ; al. I A -e
On dit que fadmet pour limite / en - si f(x)-/ a pour limite : | N
0 en -ow. 7
On note alors : lim f(x)=I . x . >
X—— 00 1

Exemple : La fonction suivante a pour limite -3 quand x tend vers -« :

1
x— — -3
X

1.3.1. Asymptote oblique
Définition : On dit que la droite d : y = ax + b est asymptote oblique a la courbe d'une fonction

fen +ow (resp. -«) si f(x)-(ax+b) admet une limite en +« (respectivement -«) et que celle-ci
vaut 0.

Graphiquement :
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Exemple :

2
f(x):w admet la droite d'équation y = 4x + 3 comme asymptote oblique.

Etude de la position relative.
Etude du signe de f(x)-(ax+b)
Si positif sur | alors la courbe de f est au dessus de d, si négatif en dessous.

1.3.2. Asymptote horizontale
On dit que la droite d: y = | est asymptote horizontale a la courbe d'une fonction f en +o si
limf(x)=I
+o0
Idem en - inf.

Exemple 3+2/x

Etude de la position relative : Signe de f(x)-I si positif sur | courbe au dessus de |I'asymptote, si
négatif en dessous.

2.1. Limite infinie en a
Remargue : On ne se pose la question que dans le cas ou f n'est pas définie en a mais ou a est
une borne du domaine de définition de f. On se place alors toujours du méme c6té.

1
x—2

Exemple : On consideére la fonction : f: x>

1. a. Compléter le tableau suivant :
x | 21]201]2001

f(x) 10° | 10°

b. En déduire la limite de f(x) quand x tend vers 2 par valeurs supérieures.
2. a. Compléter le tableau suivant :

x 1,9/1,99 1,999
f®) -10%|-10°

b. En déduire la limite de f (x) quand x tend vers 2 par valeurs inférieures.

Réponse :
La fonction f est définie sur: |-=;2[U]2;+o[ ., On va donc se placer d'abord sur ]
2 ; + oof (question 1) puis sur ]- « ; 2[ (question 2).
1. a.
x | 2,11|201|2001|200001 2000001
f()| 10 | 100 | 1000 | 10° 10°
b. lim f(x)=+w
e
2.a
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x | 1,9 1,99 | 1,999 | [1,99999 | 1,999999
f(v |10 | 5100 |F1000 | -10° -10°

b. lim /(x)=—cc
x—2
x<2

Définition : Soit f'une fonction définie sur un intervalle du
type la ; bl. L
On dit que fadmet pour limite +w (respectivement -«) en \
a par valeurs supérieures si pour tout nombre fixé a
I'avance et aussi grand (respectivement négativement
grand) que I'on veut, f(x) est supérieure (respectivement /%)
est inférieure) a ce nombre dés que x est suffisamment
proche de a par valeur supérieure.

On note alors : lim f(x)=+x

x—a
x>a

(respectivement lim f(x)=—x )

~.4

Exemple : lim =+

x—-3 X—

x>3

fx) oo e

N
Définition : Soit f'une fonction définie sur un intervalle du type [b ; al.

On dit que f admet pour limite +w« (respectivement -) en a par valeur inférieure si pour tout
nombre fixé a I'avance et aussi grand (respectivement négativement grand) que I'on veut, f(x)

est supérieure (respectivement est inférieure) a ce nombre dés que x est suffisamment proche
de a par valeur inférieure.

On note alors : lim f(x)=+« (respectivement Ilim f(x)=—wx )
ea eq
Exemple : lim ==
-3 X—

x<3

Asymptote verticale
La droite d'équation x=k est asymptote verticale a la courbe, si f n'est pas définie en k et si f
admet une limite infinie en k (par valeurs supérieures ou inférieures)

Exemple 1/(x-2)

2.2. Limite finie en a

Remarque : On ne se pose la question que dans les cas suivants:

soit f n'est pas définie en a mais olU a est une borne du domaine de définition de f. On se place
alors toujours du méme coté.

soit f est définie en a.

x’—4
x—2

Exemple : On considére la fonction : f: x>
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. a. Compléter le tableau suivant :
x |2,1]201]|2001

) 4,00001

. En déduire la limite de f(x) quand x tend vers 2 par valeurs supérieures.
. a. Compléter le tableau suivant :

x 11,9/1,99 1,999
f 3,99999

N T

b. En déduire la limite de f (x) quand x tend vers 2 par valeurs inférieures.
3. Que constate-t-on ? Pouvait-on s'y attendre ?

Réponse :

Définition : Soit f'une fonction définie sur un intervalle du type 1b ; c[.

Soit a un élément de 1b ; c[, éventuellement I'une des bornes (dans ce cas on précisera par
valeur inférieure ou supérieure)

On dit que f'admet pour limite 0 en a si pour tout nombre fixé a I'avance et aussi petit que I'on
veut, |f(x)| est inférieure a ce nombre dés que x est suffisamment proche de a tout en restant
dans 1b; cl.

On note alors : lim f(x)=0 (éventuellement lim 7 (x)=0 ou lim f(x)=0 )

X—a X—a X—a
xX>a x<a

Exemples: lim (x+1)°=0 limVx=0
x——1 x—0
x>0

Définition : Soit f'une fonction définie sur un intervalle du type 1b ; cl.

Soit a un élément de 1b; c[, éventuellement l'une des bornes (dans ce cas on précisera par
valeur inférieure ou supérieure)

On dit que fadmet pour limite / en a si f(x)-/ a pour limite 0 en a.

On note alors : lim f(x)=/ (éventuellement Ilim f(x)=/ ou lim f(x)=/ ).

x—a x—a x—a
x>a x<a

Exemple : limVx=12

x—2

Propriété : Si f'est définie en a et si fadmet une limite en a alors lim f(x)=f(a)

xX—a

3. Opération sur les limites
3.1. Somme de fonctions
Soit f et g deux fonctions.
On désigne par « un nombre a, 4+ 0OU -,
Soit | et I' deux nombres.

lim f(x) limg(x) Ii((n(f(x)+g(x))
I I [+ '
| + +00
+ o0 + oo +00
400 -0 F.l

Propriété :
Soit k un nombre non nul, si |'£nf(x):1 alors Ilgnkf(x):kl
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Si limfix)=% glors liMk f(x)=%c0

Exemple :
Soit f(X)=x2+; . Calculer les limites aux bornes du domaine de définition.

3.2. Produit de fonctions

Soit f et g deux fonctions.

On désigne par « un nombre a, 4+ 0OU -oo.
Soit | et I' deux nombres.

lim f"(x) limg(x) lim £ (x)xg(x)
I I Ix I
[#0 +o0 sgn(l)o
[#0 -0 sgn(-l)oo
+ o0 + o0 +o0
+ o0 -00 -0
-00 -00 +
0 +00 F.l
Exemple :
Soit f(x)=xvx .Limite en +oet0
Soit g(x)Z(%—3)><\/; Limite en 400
3.3. Inverse de fonctions
Soit f une fonction.
On désigne par « un nombre a, 4+ 0OU -oo.
Soit | un nombre.
lim f(x) lim 1
: « f(x)
1#0 1
[
0 Fl
0 par valeurs + |+
0 par valeurs - -0
+oo 0
Exemple :
1
Limite aux bornes de f(x)= >

3.4. Quotient de fonctions
Soit f et g deux fonctions.

Pour déterminer la limite de *g , on écrit ézfxg . On détermine alors la limite de f et de

1 . s .
E , ce qui permet d'en déduire la limite de é

Exemple des fonctions rationnelles :
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