GRutour des angles oxientés

—- —
A chaque fois que cela est nécessaire, le plan est muni d'un repére orthonormé (O, 1, ) .

1. Angles orientés.

1.1. Cercle trigonométrique
Définition : Orienter un cercle, c'est choisir un sens de parcours sur ce cercle : soit le sens
positif (ou direct ou anti-horaire) soit le sens négatif (ou indirect).

Le cercle de centre O, de rayon 1, parcouru dans le sens | e &

direct est appelé cercle trigonométrique (C').

Soit 0'(1;0). Ce point est sur le cercle et est pris comme . N
origine sur ce cercle. o P )
On considere la droite d, d'équation x=1, que I'on muni : g

_>
d'un repere .(O’, j> A tout nombre réel «, on peut N i A
s
associer un unique point N sur d, et a représente 4 Ta
I'abscisse de N et réciproquement. e i

Définition : L'abscisse curviligne d'un point M du cercle
trigonométrique correspond a I'abscisse de tout point Ng
de la droite d venant se superposer a M par enroulement
de la droite autour du cercle.

Propriété : Si a est une abscisse curviligne du point M, o
alors tout nombre du type « + 2kmolu k € Z est donc
une abscisse curviligne de M.

Définition : Soit A et B deux points du cercle trigonométrique.
On appelle arc orienté AB I'arc formé en parcourant le cercle de A vers B (soit dans un sens,
soit dans l'autre)

Propriété : Si o (respectivement [3) est une abscisse curviligne du point A (respectivement B),
alors une des mesures de l'arc orienté AB est 3 — «. De maniére générale, une mesure de l'arc
orienté ABest § —a+ 2kwou k € Z.

1.2. Angles orientés
TR .y — —
Définition : Soit w et v deux vecteurs non nuls.
: 2 . , = —
On appelle angle orienté le couple formé par ces deux angles et noté (u’, v')

— o —_— —
Soit AetBtelsque OA = u et OB =¥ . Alors (U, V) = (OA, OB> )
Soit A' (respectivement B') le point de [OA) (respectivement [OB)) rencontrant (C).
Alors a l'angle (W, ') est associé I'unique arc orienté A'B'.

PR , . ;o= —> . \ . ‘
Définition : Une mesure de l'angle orienté (', v')en radian, est une mesure de l'arc orienté
associé A'B' du cercle trigonométrique.

Si a est une mesure de l'angle orienté , alors toutes les mesures de cet angle orienté sont du
type a4+ 2km ol k € Z .Onnote: (U, V) = a + 2k

Définition : La mesure principale d'un angle orienté (W,W)en radian, est l'unigue mesure de
cet angle dans l'intervalle | — m; ].
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Définition : Deux angles orientés sont dits égaux si leurs mesures principales sont égales (ou
ce qui revient au méme si I'une de leur mesure est égale a celle de la mesure de I'autre)

Deux angles orientés sont dits opposés si leurs mesures principales sont opposées (ou ce qui
revient au méme si I'une de leur mesure est égale a I'opposée de la mesure de |'autre)

. 7 — —> Y o . N
Remarque : 1. L'angle orienté (', v')n'est plus associé a une région de plan contrairement a
un angle géométrique.

2. La mesure principale de l'angle orienté (W,W)est 0, aussi cet angle orienté est appelé
['angle nul.

La mesure principale de I'angle orienté (7,—7) est 7, aussi cet angle orienté est appelé
I'angle plat.

Relation de Chasles :

Pour tous vecteurs u , v et w,ona: (u,w)=(u,v)+ (v, w)+ 2kn

Preuve : On revient aux abscisses curvilignes. Pour cela :
Soit A, B et C trois points du cercles trigonométriques, d'abscisses curvilignes respectives
a, 3,7 tels que :

(@, %) = (04,0B) + 2kr, (v, W) = (OB,0C) + 2kret(W, W) = (O4,0C) + 2kr

Alors :
—_— — —_— —

(O_fi,o_é):ﬁ—amkm,(oa 0):7—5+2k2wet( 4.0 )zv—a—l—2k37r

Ona:

(W, 0)+ (v, @) = ((74,@) + ((73’,(%‘)
=pf—a+2kimt+~v— 0+ 2kom
=7y—a+2(k + ko)

- (071,0_6) tokn
=(u,w) + 2kn

Conséguences :
— —
Pour tous vecteurs « et v :

(T, ) = — (T, 7) + 2kn

=4

/

(T ) = (7.7 + 2k i

u

/

(T, ~7) = (T, T) + 7 + 2kn (% >
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Soit a et b deux réels non nuls de méme signe, alors :
(aW,bv) = (U, V) + 2kn

Définition : Soit «un réel. Soit M un point du cercle
trigonométrique tel que ( 1 ,O]V[) =«.

On appelle cosinus et sinus de l'angle «aet Il'on note
respectivement cosa et sina les coordonnées du point M
—- —.>)

dans le repere (O, i, ]

— — —

OM =cosa i +sina j

Remarque :
™ .
Pour des valeurs de « € ]0; 5 [ on retrouve le cosinus et le

—

sinus de I'angle géométrique aigu IOM .

Propriétés : On a :
Pour tout réel « et tout entier relatif & :
—1<cosa<l1 —1<sina<1
cos (a + 2km) = cos « sin (o 4 2km) = sina
cos?a+sina =1

Valeurs remarquables :

NERER
a J— J— J— J—
6 4 3 |2
cosa |1 @ \/_5 1 0
2 2 | 2
. 1
sina |0 — ﬁ ﬁ 1
2 2 2
Propriétés : On a :
Pour tout réel o :
cos(—a) = cosa sin(—a) = —sina
cos(m — a) = — cos sin(m — a) = sina
cos(m 4+ a) = — cos sin(m + o) = —sina
T ) . (T
cos <§—a> = sin o sin (5—04) = cosa
T , . (T
cos <§—|—a> = —sln sin (§+O¢) = Ccos
2.3. Equations en trigonométrie
Equation du type cos z=a..
Si |a| > 1, alors cette équation n'admet pas de solution.
Si |a| < 1, alors cette équation admet deux solutions dans | — 7; 7] : —a et cvavec cosa = a
eta>0
Si a = 1, alors cette équation admet une solution dans | — ;7| : 0.
Si a = —1, alors cette équation admet une solution dans | — m;7]: 7.

Toutes les solutions de I'équation cos z=a sur R sont données par o + 2km et—a + 2kn
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Equation du type sin x=b.
Si |b| > 1, alors cette équation n‘admet pas de solution.

Si ,|b] <1 alors cette équation admet deux solutions dans | —m;7]: ™ —aet aavec
sina =bet « 6}—%;2[

Si b =1, alors cette équation admet une solution dans | — 7; 7] : g

Si b= —1, alors cette équation admet une solution dans | — 7; 7] : —g.

Toutes les solutions de I'équation sin x=b sur R sont données par o + 2km etm — o + 2km.

Propriétés :

Soit o et 3 deux réels.

1. cosa =cosfssia =0+ 2kwroua=—0F+2knw
2.sina =sinfssia=p0+2kroua=m— [0+ 2kn

3.1. Repérage polaire d'un point du plan

_ _ — o s = ) o :
Soit O un point et 7 un vecteur unitaire. Soit 7 un vecteur tel que (O, 1, >50|t un repere

orthonormé.
Soit M un point du plan distinct de O.
Soit M' le point d'intersection du cercle trigonométrique avec [OM).

P — — _
Ona: OM = OMOM’ ou encore en posant r = OM , OM =rOM’
P — — — —
D'aprés ce qui préceéde, il existe 0 tel que OM’ =cosf i +sinf j et § = ( '} ;OM)
— - .=
etdonc OM =r (cos@ i +sinf j )

Ainsi le couple (r;6), avec r > 0, définit parfaitement la position du point M dans le plan.

_>
Ce couple est appelé couple de coordonnées polaires dans le repere polaire (O; 1 )

RN
O est appelé le pole, la demi-droite d'origine O, dirigée par 7 , l'axe polaire.
r est appelé le rayon polaire et 6 un angle polaire.

Remarques :

1. Si (7;0) est un couple de coordonnées polaires d'un point M, alors tout couple (r;6 + 2km)
est un autre couple de coordonnées polaires de M.

2. Pour l'origine O, on convient que r = Qet que n'importe quelle valeur de # convient.

3. Pour un repére polaire donné, a chaque couple de coordonnées polaires correspond un seul
point.

3.2. Lien entre les coordonnées polaires et cartésiennes
Avec les notations de 3.1., soit (x;y)les coordonnées cartésiennes de M, distinct de O, dans le

- —
repere (O, i, j).

—— - =
Ona:OM =z1i +yj

o3| - V7. 0% - e

X —.>+ Yy -
7
/$2+y2 /$2+y2j

© Xavier OUVRARD BRUNET 2009



e
En posant r = +/x%2 +y2, et flangle défini a 2mprés tel que: cosﬁzﬁ et
ety

Yy

Propriété : Soit M (r,0)un point distinct de O dans un repére polaire <O; 7) Soit 7un

sinf = ,anrsona:OM:r(COSQZ +sm€j>.

—

—
vecteur tel que <O, 1,7 )soit un repeére orthonormé. Soit (x;y) les coordonnées cartésiennes
de M, distinct de O, dans le repere (O, 1,7 )
Alors r = /22 +y? et x =rcosf et y =rsinf .

3.3. Calculs trigonométriques
Formules d'addition :

Propriété : Soit a et b deux réels.

Alors :
cos(a + b) = cosacosb — sinasinb sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a — b) = cosacosb + sinasinb sin(a — b) = sinacosb —sinbcosa
Preuve :

—- —
On se place dans le plan muni d'un repére orthonormé <O, 1,7 )

. . . e - == .
Soit M le point du cercle trigonométrique tel que < 1 ;OM) =a+ b, N celui tel que :

- == —_— T
< ) ;ON> = a . Soit N' le point du cercle trigonométrique, tel que (ON; ON’) =5

— - —
OM =cos(a+0b) i +sin(a+0b) j (1)
— — —_—
OM = cosbON + sinbON’
OrO—]>V:cosa7+sina7et ONIZCOS <a+g)7—|—51n <a+g>7
— —
= —sina t +cosa j
d'ou :

— — — — —
OM:cosb<cosai —|—sinaj> —|—sinb<—sinai +cosaj>

= (cosacosb —sinbsina) ¢ + (cosasinb+ sinacosb) j (2)

et donc comme les coordonnées cartésiennes d'un vecteur sont uniques de (1) et (2), on
déduit :
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

Propriété : Soit a un réel.

Alors :

2g—sina=2cos?a—1=1-2sin’a

sin 2a = 2sina cosa

COos 2a = cos

Preuve : immédiate
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